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1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СООТНОШЕНИЯ

Теоретическое исследование электромагнитных волн базируется на

хорошо известных уравнениях Максвелла. В качестве общих руководств

по теории электромагнитных волн, включая теорию волноводов, можно

рекомендовать книги [1, 2]. Здесь ограничимся лишь кратким напомина-

нием основных соотношений.

Уравнения Максвелла связывают между собой четыре векторных ве-

личины, характеризующих электромагнитное поле в материальной сре-

де: напряженности электрического и магнитного поля, E и H, и векторы

электрической и магнитной индукции D и B. В системе СИ уравнения

имеют вид:

rot E = −∂B

∂t
, div B = 0,

rot H = j +
∂D

∂t
, div D = ρ.

(1.1)

В уравнения Максвелла входят также плотность заряда ρ и плотность

электрического тока j. С уравнениямиМаксвелла совместны такие общие

свойства электромагнитных процессов, как сохранение заряда и сохра-

нение энергии. Законы сохранения в дифференциальной форме имеют

подобный вид:
∂ρ

∂t
+ div j = 0,

∂W

∂t
+ div S = −jE.

(1.2)

В последнем уравнении W – плотность электромагнитной энергии, а S

– плотность ее потока (вектор Умова - Пойнтинга). Как известно:

W =
ED

2
+

BH

2
,

S = [E,H].

(1.3)

При рассмотрении задач распространения волн в волноводах материаль-

ные среды часто можно считать линейными, изотропными, однородны-
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ми. Для таких сред материальные уравнения наиболее просты:

D = εε0E, B = µµ0H, (1.4)

где ε и µ – диэлектрическая и магнитная проницаемости, а ε0 и µ0 –

электрическая и магнитная постоянные. В линейных средах, благодаря

принципу суперпозиции, любой сигнал можно рассматривать как сумму

конечного или бесконечного числа монохроматических волн, имеющих

разные частоты и распространяющихся независимо.

Уравнения (1.1) – (1.3) считаются справедливыми для реальных фи-

зических полей. Вместе с тем для монохроматических волн удобно поль-

зоваться комплексными амплитудами полей таким образом, что физиче-

ские поля определяются как реальная часть от комплексных амплитуд,

домноженных на временную составляющую:

E(r, t) = Re [E(r) exp (−iωt)] . (1.5)

Здесь и в дальнейшем в качестве основной временной зависимости мы

рассматриваем exp (−iωt). Аналогичные представления имеют также ме-

сто для физических полей H(r, t), D(r, t), B(r, t). При этом величины

E(r), H(r), D(r), B(r) являются их комплексными амплитудами, зави-

сящими от пространственных координат.

При изучении распространения волн можно часто полагать, что сре-

да не имеет объемных зарядов и ток в рассматриваемой области про-

странства отсутствует (ρ ≡ 0, j ≡ 0). Тогда уравнения Максвелла для

комплексных амплитуд монохроматического поля сводятся к виду:

rot H = −iωεε0E, div E = 0,

rot E = iωµµ0H, div H = 0,
(1.6)

Заметим, что уравнения (1.6) справедливы в изотропных средах при

наличии в них диссипации и дисперсии, причем в этом случае матери-

альные параметры будут комплексными функциями частоты. Вместе с
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тем, при создании направляющих систем как правило стремятся исполь-

зовать материалы с минимальной дисперсией в заданном диапазоне ча-

стот. Для монохроматических полей представляют интерес не мгновен-

ные значения плотности энергии и вектора Умова – Пойнтинга (которые

находятся по формулам (1.3)), а их значения, усредненные по периоду

колебаний 〈W 〉t и 〈S〉t. С учетом (1.5) для них имеют место формулы:

〈W 〉t =
1

4
(εε0|E|2|+ µµ0|H|2),

〈S〉t =
1

2
Re[E,H∗],

(1.7)

где звездочка означает комплексное сопряжение.

Уравнения Максвелла для комплексных амплитуд (1.6) используют-

ся как в программах численного моделирования, так и для аналитиче-

ских расчетов. Большой интерес представляют собой аналитические ре-

шения этих уравнений для относительно простых геометрий. Они могут

использоваться для проверки математических пакетов и их численных

решений.

При анализе конкретных электродинамических задач необходимо за-

дание начальных и граничных условий. Для гармонических колебаний

задавать начальные условия не требуется в связи с тем, что рассматри-

вается установившийся процесс. Граничные условия – вот что определя-

ет сложность и разнообразие задач о распространении волн в направ-

ляющих системах. Получение таких решений возможно путем выбора

подходящих систем координат для упрощения граничных условий и для

разделения переменных.

1.1. Операторы в криволинейных ортогональных координатах

Пусть положение некоторой точки r в пространстве задано тройкой

декартовых координат x, y, z.
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Однако во многих задачах целесообразно определять положение точ-

ки r не декартовыми, а криволинейными координатами – тремя числами

q1, q2, q3 более подходящими рассматриваемой частной задаче [3, 4].

Предположим, для каждой точки пространства

такие числа заданы, т.е. они являются функци-

ями от декартовых пространственных коородинат:

Рис. 1.1. Криволинейные координа-

ты в трехмерном аффинном про-

странсве


q1 = f1(x, y, z),

q2 = f2(x, y, z),

q3 = f3(x, y, z).

(1.8)

(иногда приходится, как будет

показано на примерах, несколь-

ко ограничивать облась изменения

переменных q1, q2, q3).

Для того, чтобы совокупность

чисел q1, q2, q3 служили однознач-

ными координатами в исследуемой

области пространства, необходимо

существование и обратного преоб-

разования: 
x = ϕ1(q1, q2, q3),

y = ϕ2(q1, q2, q3),

z = ϕ3(q1, q2, q3).

(1.9)

Рассмотрим поверхности уровня, когда одна из криволинейных коорди-

нат равна констатнте:

q1 = const, q2 = const, q3 = const .

Через каждую точку M пространства проходит по одной поверхности

каждого семейства (рис. 1.1). Назовем эти поверхности координатны-
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ми поверхностями. Линии пересечения двух координатных поверхно-

стей назовем координатными линиями. Отметим, что на координатной

линии q1, очевидно, меняется только координата q1, координаты же q2 и

q3 сохраняют неизменное значение. Аналогичное утверждение справед-

ливо и для других линий, т.е. на координатной линии меняется только

одна криволинейная координата, соответствующая этой лини, при этом

две другие криволинейные координаты остаются постоянными.

Рис. 1.2.

В качестве примера рассмотрим цилин-

дрические и сферические координаты. В ци-

линдрических координатах (рис. 1.2) положе-

ние точки определяется тремя координатами

q1 = ρ, q2 = ϕ, q3 = z. Формулы (1.9) имеют

вид 
x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ,

z = z.

(1.10)

Изменяя координату ρ от 0 до ∞, координату ϕ от 0 до 2π, координату

z от −∞ до ∞, мы получим все точки пространства. Координатными

поверхностями являются

ρ = const — цилиндры с осью Oz

ϕ = const — полуплоскости, ограниченные осью Oz

z = const — плоскости, пенпердикулярные оси Oz

Координатными линиями являются: лучи, перпендикулярные оси Oz

и начинающиеся на этой оси (линия ρ), окружности с центром на оси Oz,

лежащие в плоскостях, перпендикулярных этой оси (линии ϕ), и прямые,

параллельные оси Oz (линии z).

В сферических координатах (рис. 1.3) положение точки определя-

ется координатам q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ. Формулы (1.9) имеют вид
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Рис. 1.3.


x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

(1.11)

Изменяя r от 0 до ∞, θ от 0 до π и ϕ от 0

до 2π, получим все точки пространства. Ко-

ординатными поверхностями являются

r = const — сферы с центром в O

θ = const — полуконусы с осью Oz

ϕ = const — плоскости, ограниченные осью Oz

Координатными линиями являются: радиусы (линии r), меридианы

(линии θ) и параллели (линии ϕ).

Возвращаясь к общим криволинейным координатам q1, q2, q3 для

удобства зададим единичные векторы e1, e2, e3, направленные по ка-

сательным к координатным линиям в точке M в сторону возрастания,

соответственно, переменных q1, q2, q3 (см. рис. 1.1).

В декартовых координатах также часто вводят единичные вектора i,

j, k, направленные по касательным к коодинатным линиям x, y, z. На-

правления этих векторов задаются один раз не меняются в дальнейшем.

С другой стороны, в криволинейных координатах направления векторов

e1, e2, e3 меняются от точки к точке пространства. Разовое задание на-

правления ортов там не возможно. Прежде чем находить направления

ортов в криволинейных координатах давайте с Вами рассмотрим альтер-

нативный вариант введения ортов в декартовых координатах.

Зададим радиус вектор r(x, y, z), указывающий на какую-либо точку

простраства M продиффиренцируем по x, т.е. рассмотрим производную
∂r
∂x . В случае, если все три переменные (x, y, z) являются независимыми,
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очевидно в результате получится:

∂r

∂x
=

∂

∂x
{x, y, z} =

{
∂x

∂x
,
∂y

∂x
,
∂z

∂x

}
= {1, 0, 0} = i, (1.12)

где в фигурных скобках указаны компоненты вектора. Таким образом

декартовых координатах производные по координатам от радиус вектора

дают единичные векторы вдоль коодинатных линий.

Аналогично обстоит ситуация в криволинейных координатах. Про-

диффиренцируем радиус вектор r(q1, q2, q3), например, по q1 и составим

производную ∂r
∂q1

. В связи с тем, что при частном дифференцировании

по q1, величины q2 и q3, считаются постоянными, конец вектора r дви-

жется вдоль линии q1, а потому вектор ∂r
∂q1

направлен по касательной к

координатной линии q1 в сторону возрастания этой величины т.е.

∂r

∂q1
= h1e1, (1.13)

где h1 – длина вектора ∂r
∂q1

. Другими словами получается единичный век-

тор, направленный вдоль координатной линии с некоторым коэффици-

ентом. Аналогичные утверждения и справедливы и для двух других про-

изводных.
∂r

∂q2
= h2e2,

∂r

∂q3
= h3e3,

Найдем квадрат коэффициента h1, возведя (1.13) в квадрат и пользуясь

тем, что e1 — единичный вектор:

h2
1 =

(
∂r

∂q1

)2

Отметим, что этим выражением пользоваться не так удобно для нахож-

дения h2
1 в связи с тем, что нужно задавать радиус вектор вдоль коор-

динатной линии, а это представляет собой дополнительную задачу. Ча-

ще идут другим путем. Пусть заданы криволинейные координаты, как

функции декартовых, это соотношения (1.8). В этом случае для произ-
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водной, получим:

∂r(x, y, z)

∂q1
=

{
∂x

∂q1
,
∂y

∂q1
,
∂z

∂q1

}
. (1.14)

Тогда для квадрата коэффициента h1 будет справедливо следующее вы-

ражение:

h2
1 =

(
∂r

∂q1

)2

=

(
∂x

∂q1

)2

+

(
∂y

∂q1

)2

+

(
∂z

∂q1

)2

. (1.15)

Обобщим (1.15) для всех трех коэффициентов h1, h2, h3, тогда будет

справедливо равенство:

h2
i =

(
∂r

∂qi

)2

=

(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

, (i = 1, 2, 3). (1.16)

Величины h1, h2 и h3 называются коэффициентами Ламэ или масштаб-

ными коэффициентами.

Теперь, когда определены единичные векторы вдоль координатных

линий в произвольной точке M , можно разложить какой-либо вектор a

по этим трем некомпланарным векторам e1, e2, e3:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3. (1.17)

Наиболее часто употребляют криволинейные ортогональные координа-

ты – координаты, для которых справедливы соотношения:

eiek = δik, (1.18)

где δik – символ Кронекера, который равен единице при i = k и равен

нулю при i 6= k. В криволинейных ортогональных координатах, коорди-

натные линии в каждой точке пространства вазаимно перпендикуляр-

ны. Очевидно, что цилиндрические и сферические координаты являюст-

ся ортогональными. В дальнейшем будем рассматривать исключительно

ортогональные криволинейные координаты.
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Вернемся к разложению (1.17), в нем a1, a2, a3 будем называть кри-

волинейными составляющими вектора a или же проекциями вектора a

на оси криволинейных координат. Раскладывая, в частности, вектор dr,

мы получим

dr =
∂r

∂q1
dq1 +

∂r

∂q2
dq2 +

∂r

∂q3
dq3 = h1dq1e1 + h2dq2e2 + h3dq3e3. (1.19)

Cоставляющиме вектора dr будем называть элементарными дугами

dsi = hidqi, (i = 1, 2, 3). (1.20)

Возводя обе части (1.19) в квадрат и замечая, что (dr)2 = ds2, eiek = δik,

получим для квадрата длины элемента dr формулу

dr2 = h2
1dq

2
1 + h2

2dq
2
2 + h2

3dq
2
3. (1.21)

Пусть dr =
−−→
MN , где N – бесконечно близкая к M точка. Проведем

Рис. 1.4.
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через N три координатных поверхности, которые вместе с проходящими

через точкуM тремя координатными поверхностями, образуют криволи-

нейный бесконечно малый параллелепипед. Он понадобится для вывода

операторов дивергенции и ротора в криволинейных координатах, разбе-

рем его более подробно. Очевидно, ребрами этого параллелепипеда будут

служить:

ds1 = h1dq1, ds2 = h2dq2, ds3 = h3dq3 (1.22)

Этими формулами очень удобно пользоваться для нахождения коэффи-

циентов Ламэ при условии если известно, как выглядят координатные

линии. Так, например, если обратить внимание на координатные линии

цилиндрических координат (см. рис. 1.2), то нетрудно заменить, что диф-

ференциалы дуг вдоль этих линий описываются соотношениями:

ds1 = dρ, ds2 = ρdϕ, ds3 = dz. (1.23)

Если эти соотношения сравнить с (1.22), то можно увидеть, что для ци-

линдрических координат

h1 ≡ hρ = 1, h2 ≡ hϕ = ρ, h3 ≡ hz = 1.

Точно также для сферических координат (согласно рис. 1.3) имеем

ds1 = dr, ds2 = rdθ, ds3 = r sin θdϕ. (1.24)

и поэтому

h1 ≡ hr = 1, h2 ≡ hθ = r, h3 ≡ hϕ = r sin θ.

Грани криволинейного параллелипипеда (рис. 1.4) будут иметь пло-

щади

dσ1 = h2h3 · dq2dq3, dσ2 = h1h3 · dq1dq3, dσ3 = h1h2 · dq1dq2, (1.25)

а его объем будет равен

dV = h1h2h3 · dq1dq2dq3. (1.26)
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1.2. Дивергенция

Найдем выражение для дивергенции в криволинейных координатах,

напомним ее определение в интегральной форме. Дивергенция вектор-

ного поля A(r), заданного как функция от r – это предел, к которо-

му стремится отношение потока вектора через замкнутую поверхность,

охватывающую данную точку, к объему, заключенному внутри данной

поверхности:

div A = lim
Vs→0

1

Vs

∫
s

An dS (1.27)

где n – единичный вектор внешней нормали к поверхности.

Рассмотрим в качестве объема интегрирования элементарный парал-

лелепипед (рис. 1.4): Vs = h1h2h3 · dq1dq2dq3 Поверхностный интеграл

в (1.27) можно разбить на шесть слагаемых по числу боковых гра-

ней. Рассмотрим два из них – интегралы по площадкам q1 = const и

(q1 + dq1) = const (рис. 1.4 б). На этих двух площадках разными будут

являться только координаты q1, остальные координаты будут одни и те

же. Поэтому поток через грань q1 = const будет

(−A1 · h2dq2 · h3dq3)

∣∣∣∣
(q1, q2, q3)

= −(A1h2h3)

∣∣∣∣
(q1, q2, q3)

dq2dq3 (1.28)

а поток через грань (q1 + dq1) = const будет

(A1 · h2dq2 · h3dq3)

∣∣∣∣
(q1+dq1, q2, q3)

= (A1h2h3)

∣∣∣∣
(q1+dq1, q2, q3)

dq2dq3 (1.29)

Учитывая, что для какой-либо функции f трех переменных справедливо

соотношение

f(q1 + dq1, q2, q3)− f(q1, q2, q3) =
∂f

∂q1
dq1,

получим, что сумма двух потоков (1.28) и (1.29) равна величине:

∂

∂q1
(h2h3A1) · dq1dq2dq3

13



Суммируя по трем парам площадок (рис. 1.4 б, в, г), получим∫
s

An dS =
∂

∂q1
(h2h3A1) · dq1dq2dq3 +

∂

∂q2
(h3h1A2) · dq1dq2dq3+

+
∂

∂q3
(h1h2A3) · dq1dq2dq3

В итоге находим:

divA =
1

h1h2h3

(
∂

∂q1
(h2h3A1) +

∂

∂q2
(h3h1A2) +

∂

∂q3
(h1h2A3)

)
. (1.30)

1.3. Ротор

Найдем выражение ротора в криволинейных координатах в произ-

вольной точке M . Ротор векторного поля A – это вектор rot A. Его

проекция rotn A на какое-либо направление n есть предел отношения

циркуляции векторного поля по контуру L, ограничивающим плоскую

перпендикулярную n площадку, площадь которой ∆S стремится к ну-

лю.

rotn A = lim
∆S→0

1

∆S

∮
L

A dl (1.31)

Направление обхода контура выбирается так, чтобы, если смотреть в

направлении n, контур обходился по часовой стрелке (то есть по правилу

буравчика).

Интересным является тот факт, что сам ротор по модулю будет равен

максимуму выражения rotn A по всем возможным направлениям. При

этом направление ротора будет соответствовать направлению n, для ко-

торого этот максимум был достигнут.

Чтобы получить проекцию rot A на координатную линию q1 нужно

взять контур L1, ограничивающий площадку dσ1, проходящую через точ-

куM и перпендикулярную q1 (см. рис. 1.5 б). Напомним, что ее площать

равна

dσ1 = h2h3 · dq2dq3, (1.32)
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Рис. 1.5.

Интеграл (1.31) разобьем на четыре слагаемых. Так, интеграл можно

записать:∫
L1

A dl = (A2 · h2dq2)

∣∣∣∣
(q1, q2, q3)

+ (A3 · h3dq3)

∣∣∣∣
(q1, q2+dq2, q3)

−

− (A2 · h2dq2)

∣∣∣∣
(q1, q2, q3+dq3)

− (A3 · h3dq3)

∣∣∣∣
(q1, q2, q3)

Вынесем дифференциалы за скобки и комбинируя первое и третье, вто-

рое и четвертое слагаемое получим выражение:∫
L1

A dl =
∂

∂q2
(h3A3) · dq2dq3 −

∂

∂q3
(h2A2) · dq2dq3

Разделив полученный интеграл на площадь площадки dσ1 получим окон-

чательно для проекции ротора на ось q1

(rot A)1 =
1

h2h3

(
∂

∂q2
h3A3 −

∂

∂q3
h2A2

)
. (1.33)
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Формулы для других компонент ротора аналогичны и получаются цик-

лической перестановкой индексов 1→ 2→ 3→ 1:

(rot A)2 =
1

h3h1

(
∂

∂q3
h1A1 −

∂

∂q1
h3A3

)
,

(rot A)3 =
1

h1h2

(
∂

∂q1
h2A2 −

∂

∂q2
h1A1

)
.

Полученные выражения можно компактно представить с помощью опре-

делителя:

rot A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1

h2h3

e2

h1h3

e3

h1h2

∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3

h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.34)

Строгий математический анализ вполне согласуется с элементарны-

ми соображениями, приведенными здесь в порядке напоминания. Он

только позволяет утверждать, что формулы (1.30) и (1.34) справедли-

вы независимо от способа предельного перехода, в частности, от формы

поверхностей и контуров.

1.4. Градиент

Вспомним, как выглядит оператор градиента в декартовых коорди-

натах:

gradψ = i
∂ψ

∂x
+ j

∂ψ

∂y
+ k

∂ψ

∂z
.

В криволинейных координатах выражение остается тем-же:

gradψ = e1
∂ψ

∂s1
+ e2

∂ψ

∂s2
+ e3

∂ψ

∂s3
.

В силу того, что dsi = hidqi (согласно соотношению (1.23)) сразу полу-

чим:

gradψ =
e1

h1

∂ψ

∂q1
+

e2

h2

∂ψ

∂q2
+

e3

h3

∂ψ

∂q3
(1.35)
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1.5. Оператор Лапласа

Оператор Лапласа – это дивергенция градиента.

∆ψ = div gradψ

Еще раз приведем выражение для дивергенции (1.30), чтобы перед гла-

зами были оба выражения:

divA =
1

h1h2h3

(
∂

∂q1
(h2h3A1) +

∂

∂q2
(h3h1A2) +

∂

∂q3
(h1h2A3)

)
.

Комбинируя их, получим:

∆ψ =
1

h1h2h3

(
∂

∂q1

(
h2h3

h1

∂ψ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h3h1

h2

∂ψ

∂q2

)
+

∂

∂q3

(
h1h2

h3

∂ψ

∂q3

))
.

(1.36)

Часто используют двумерный оператор Лапласа, в котором присутству-

ют только поперечные координаты q1 и q2, а продольная q3 – не присут-

ствует. Кроме того, предполагается, что h3 = 1:

∆⊥ψ =
1

h1h2

(
∂

∂q1

(
h2

h1

∂ψ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h1

h2

∂ψ

∂q2

))
. (1.37)
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1.6. Уравнения Максвелла в криволинейных ортогональных

координатах

Используя формулы (1.30) и (1.34), можем записать в криволинейных

координатах уравнения Максвелла для монохроматических полей (1.6):

iωµµ0 · h2h3H1 =
∂

∂q2
h3E3 −

∂

∂q3
h2E2 (а)

−iωεε0 · h2h3E1 =
∂

∂q2
h3h3 −

∂

∂q3
h2H2 (б)

iωµµ0 · h3h1H2 =
∂

∂q3
h1E1 −

∂

∂q1
h3E3 (в)

−iωεε0 · h3h1E2 =
∂

∂q3
h1h1 −

∂

∂q1
h3H3 (г)

iωµµ0 · h1h2H3 =
∂

∂q1
h2E2 −

∂

∂q2
h1E1 (д)

−iωεε0 · h1h2E3 =
∂

∂q1
h2h2 −

∂

∂q2
h1H1 (е)

∂

∂q1
(h2h3E1) +

∂

∂q2
(h3h1E2) +

∂

∂q3
(h1h2E3) = 0 (ж)

∂

∂q1
(h2h3H1) +

∂

∂q2
(h3h1H2) +

∂

∂q3
(h1h2H3) = 0 (з)

(1.38)

Система (1.38) содержит восемь уравнений для шести независимых ком-

понент поля – неизвестных функций координат. На первый взгляд она

является переопределенной. Однако не все уравнения Максвелла незави-

симы между собой. Легко убедиться, что в отсутствии токов и зарядов

последние два уравнения являются следствием первых шести. В част-

ности, продифференцировав (a), (б) и (д) по q1, q2 и q3 соответственно,

и сложив их друг с другом, получим (ж). Система уравнений для ше-

сти переменных громоздка для анализа. Однако известны многочислен-

ные способы ее упрощения. Путем введения вспомогательных функций –

потенциалов удается уменьшить порядок системы уравнений (например
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см. [2, 5]). Для многих задач о распространении электромагнитных волн

в направляющих структурах удобен способ сведения векторной волно-

вой задачи к скалярной, известный как метод потенциалов Дебая [5–7]

(известный также как метод функций Боргниса). Будем рассматривать

системы криволинейных координат, для которых справедливы условия:

один из коэффициентов, например

h3 ≡ 1, (1.39)

а для двух других выполняется соотношение:

∂

∂q3

(
h2

h1

)
≡ 0. (1.40)

Таким требованиям, в частности, удовлетворяют цилиндрическая и сфе-

рическая системы координат. Записанных выше условий достаточно для

существенного упрощения системы (1.38). Если система координат удо-

влетворяет (1.39), (1.40), то для нее уравнения Максвелла (1.38) могут

иметь семейства волновых решений двух типов, для которых либо E3 ≡ 0

(TE-волны), либо H3 ≡ 0 (TM-волны). Рассмотрим вначале случай TE-

волн. Пусть E3 ≡ 0, причем h3 ≡ 1, тогда из (1.38)(ж), следует:

∂

∂q1
h2E1 +

∂

∂q2
h1E2 = 0

Напрашивается идея ввести такую потенциальную функцию U , чтобы

ее производная по q2 была пропорциональна h2E1, а производная по q1

была пропорциональна h1E2. Более конкретно, положим:

E1 =
iωµµ0

h2

∂U

∂q2
, E2 =

−iωµµ0

h1

∂U

∂q1
.

Это обеспечивает обращение (1.38) (ж) в тождество. Подставим теперь

выражения E1 и E2 в (1.38) (а) и (в), получим:

H1 =
1

h2

∂

∂q3

(
h2

h1

∂U

∂q1

)
, H2 =

1

h1

∂

∂q3

(
h1

h2

∂U

∂q2

)
.
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Подставим последние выражения в уравнение (1.38) (е) и убедимся, что

оно также удовлетворяется тождественно:

∂

∂q1

[
h2

h1

∂

∂q3

(
h1

h2

∂U

∂q2

)]
=

∂

∂q2

[
h1

h2

∂

∂q3

(
h2

h1

∂U

∂q1

)]
.

Подставим теперь выражения компонент полей в (1.38) (г):

∂

∂q1
H3 = iωεε0h1

−iωµµ0

h1

∂U

∂q1
+

∂2

∂q2
3

∂U

∂q1
.

Чтобы последнее равенство стало тождеством, достаточно положить:

H3 = ω2εε0µµ0U +
∂2

∂q2
3

U

Наконец, подставим выражения для компонент полей в (1.38) (д). Полу-

чим уравнение:

iωµµ0h1h2

(
ω2εε0µµ0U +

∂2U

∂q2
3

)
=

= −iωµµ0
∂

∂q1

(
h2

h1

∂U

∂q1

)
− iωµµ0

∂

∂q2

(
h1

h2

∂U

∂q2

)
,

которое можно представить в более компактном виде:

∂2U

∂q2
3

+
1

h1h2

[
∂

∂q1

(
h2

h1

∂U

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h1

h2

∂U

∂q2

)]
+ ω2εε0µµ0U = 0 (1.41)

Итак, мы использовали шесть из восьми уравнений (столько из них

независимых) и убедились, что при определенных условиях все компо-

ненты полей действительно можно выразить через потенциальную функ-

цию U .

Общий вывод исследования можно сформулировать так. Если потен-

циал U является решением уравнения (1.41) то компоненты полей TE-

волн выражаются через потенциальную функцию U следующим обра-

зом:

E1 =
iωµµ0

h2

∂U

∂q2
, E2 = −iωµµ0

h1

∂U

∂q1
, E3 = 0,

H1 =
1

h1

∂2U

∂q1∂q3
, H2 =

1

h2

∂2U

∂q2∂q3
, H3 = ω2εε0µµ0U +

∂2U

∂q2
3

.

(1.42)
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Заметим, что уравнение для потенциала U (1.41) не совпадает с волно-

вым уравнением, поскольку входящий в него дифференциальный опе-

ратор второго порядка не совпадает с оператором Лапласа. Теперь рас-

смотрим случай TМ-волн. Поскольку уравнения Максвелла обладают

свойством симметрии относительно электрических и магнитных вели-

чин, можно не проводить независимого вывода уравнений для TM-волн,

а получить соответствующие соотношения путем замены E на H, а εε0 на

(−µµ0) и обратно. Очевидно, что при такой замене уравнение для потен-

циала ТМ-волн имеет точно такой же вид, что и (1.41). Итак, приходим к

следующему утверждению. Если известно решение уравнения (1.41) для

потенциала V , соответствующего семейству волн типа ТМ (H3 ≡ 0), то

компоненты полей выражаются через потенциал V по формулам:

E1 =
1

h1

∂2V

∂q1∂q3
, E2 =

1

h2

∂2V

∂q2∂q3
, E3 = ω2εε0µµ0V +

∂2V

∂q2
3

,

H1 = −iωεε0

h2

∂V

∂q2
, H2 =

iωεε0

h1

∂V

∂q1
, H3 = 0.

(1.43)

Компоненты полей E и H должны не только удовлетворять уравнени-

ям Максвелла (это обеспечивают (1.41), (1.42) и (1.43)), но сверх того

– граничным условиям. Выбор подходящей системы криволинейных ко-

ординат позволяет в ряде случаев получить граничные условия в про-

стом виде и свести систему шестого порядка для компонент векторов

электрического и магнитного поля к уравнению второго порядка для

скалярной потенциальной функции U или V . В таких системах элек-

тромагнитные поля имеют вид TE или TM-волн. Даже если граничные

условия не столь просты и требуют, чтобы одновременно существовали

обе продольные компоненты (E3 6= 0, H3 6= 0), полное электромагнит-

ное поле можно представлять в виде линейной комбинации волн двух

рассмотренных типов.
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2. РЕГУЛЯРНЫЕ ВОЛНОВОДЫ. РЕШЕНИЕ В ОБЩЕМ

ВИДЕ.

Волноводом принято называть непрерывную систему материальных

поверхностей, которая обеспечивает распространение волн в заданном

направлении. Это определение охватывает совокупность разнообразных

систем, обеспечивающих направленное распространение электромагнит-

ных волн. Некоторые наиболее распространенные волноводы изображе-

ны на рис. 2.1. Можно выделить ряд классов волноводов, которые раз-

личаются специфическими особенностями распространения волн. К их

числу относятся:

1. Многопроводные и коаксиальные линии.

2. Полые волноводы с металлическими стенками.

3. Волноводы с диэлектрическими и металлическими вставками (за-

медляющими элементами), металлодиэлектрические волноводы.

4. Различного рода планарные системы (микрополосковые, компла-

нарные, щелевые линии).

5. Диэлектрические волноводы, в том числе оптические волоконные

световоды, планарные и градиентные волноводы интегральной оп-

тики.

Представленное перечисление не претендует на строгую и исчерпыва-

ющую классификацию. Кроме того, следует иметь в виду, что направлен-

ное распространение волн может быть обеспечено не только с помощью

волноводов (то есть “непрерывных систем материальных поверхностей”),

но и посредством таких устройств, как антенны. В оптическом диапа-

зоне роль антенн играют, в частности, линзы. Сосредоточим внимание

на регулярных волноводах, то есть направляющих системах, свойства

которых одинаковы в любом из поперечных сечений, перпендикулярных

направлению распространения волны.
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Рис. 2.1. Волноводы различных типов: 1 – двухпроводная линия, 2 –

коаксиальная линия, 3 – многопроводный кабель, 4 – полый прямоуголь-

ный волновод, 5 – полый круглый волновод, 6 – П-образный волновод, 7 –

микрополосковая линия, 8 – щелевая линия, 9 – компланарный волновод,

10 – плоский диэлектрический волновод, 11 – круглый диэлектрический

волновод, 12 – двухслойный волоконный световод, 13 – прямоугольный

волновод с диэлектрической вставкой, 14 – круглый волновод с метал-

лической замедляющей спиралью.
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2.1. Разделение переменных. Потециалы

Введем систему координат, в которой направление распространения

совпадает с координатной осью q3 (в дальнейшем будем обозначать ее

через z), а две другие оси лежат в перпендикулярном сечении. В такой,

обобщенно-цилиндрической, системе координат выполнены требования

(1.39), (1.40) которые предполагались при выводе уравнений для потен-

циалов TE- и TM-волн:

h3 = 1,
∂

∂q3

(
h2

h1

)
= 0.

В обобщенно-цилиндрических координатах уравнение для потенциала

допускает разделение переменных. Сами потенциалы (U и V ) можно

представить в виде произведения функций, зависящих только от про-

дольной и только от поперечных координат

(U, V ) = ψ(q1, q2)ζ(z).

Благодаря этому уравнение (1.41) разделяется на два:

1

h1h2

[
∂

∂q1

(
h2

h1

∂ψ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h1

h2

∂ψ

∂q2

)]
+ κ2ψ = 0 (2.1)

d2ζ

dz2
+ γ2ζ = 0 (2.2)

Входящие в уравнения величины γ и κ называются продольным и попе-

речным волновыми числами. Они не являются независимыми, а связаны

между собой соотношением:

εε0µµ0ω
2 = γ2 + κ2

Учтем тот факт, что

ε0µ0 =
1

c
,

√
εµ = n,
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где c – скорость света в вакууме, n – комплексный показатель прелом-

ления среды, получим своеобразную «теорему Пифагора» для волновых

чисел:

k2 = γ2 + κ2, (2.3)

где k – волновое число в среде, k = (ω/c)n = k0n, k0 – волновое число в

вакууме.

Формулу (2.3) часто используют при отыскании закона дисперсии –

функциональную зависимости между частотой ω и продольным волно-

вым числом (постоянной распространения) γ.

2.2. Компоненты полей

2. Выпишем компоненты полей в обобщенно-цилиндрических коорди-

натах: TE-волны:

E1 =
iωµµ0

h2

∂ψ

∂q2
ζ H1 =

1

h1

∂ψ

∂q1
ζ ′

E2 = −iωµµ0

h1

∂ψ

∂q1
ζ H2 =

1

h2

∂ψ

∂q2
ζ ′ (2.4)

E3 = Ez ≡ 0 H3 =

(
k2ζ +

d2ζ

dz2

)
ψ = κ2ζψ

и TM-волны:

E1 =
1

h1

∂ψ

∂q1
ζ ′ H1 = −iωεε0

h2

∂ψ

∂q2
ζ

E2 =
1

h2

∂ψ

∂q2
ζ ′ H2 =

iωεε0

h1

∂ψ

∂q1
ζ (2.5)

E3 = Ez = κ2ζψ H3 = Hz = 0

Здесь ζ ′ = dζ/dz. В отличие от волн в неограниченном пространстве,

волны в волноводе имеют не только поперечные компоненты, но, как

правило, и продольную составляющую поля. Из формул (2.4), (2.5), вид-

но, что продольные компоненты магнитного или электрического полей
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ТЕ и ТМ волн (Hz или Ez) пропорциональны потенциальным функциям

(если только κ 6= 0).

Рассмотрим уравнение для продольных компонет (2.2), оно имеет об-

щее решение в виде:

ζ = Aeiγz +Be−iγz (2.6)

Ранее мы условились рассматривать временную зависимость поля волны

в виде exp(−iωt). Совместно с зависимостью (2.6) это дает две бегущих

волны:
ζ+ = exp[i(γz − ωt)],

ζ− = exp[−i(γz + ωt)].

У первой поверхности постоянной фазы движутся в прямом направлении

(в сторону возрастающих z), а у второй – в обратном направлении.

Чтобы убедиться в этом, уместно напомнить общее определение фа-

зовой скорости. Если волновой процесс имеет вид ∼ exp[iχ(z, t)], где

χ(z, t)- фазовый множитель, то фазовая скорость – это скорость переме-

щения поверхности постоянной фазы. По условию χ(z, t) = const, поэто-

му находим:

dχ = (∂χ/∂z )dz + (∂χ/∂t )dt = 0

откуда:

vф =
dz

dt
= − ∂χ/∂t

∂χ/∂z
(2.7)

Определение (2.7) можно обобщить на трехмерный случай и применять

также для неоднородных и анизотропных сред.

В нашем случае получаем: vф = ω/γ – для прямой волны и vф =

−ω/γ – для обратной волны. При фиксированной частоте ω величина

постоянной распространения γ не произвольна, а связана с поперечным

волновым числом κ условием (2.3). В свою очередь число κ находится в

результате решения краевой задачи для уравнения (2.1) с соответствую-

щими граничными условиями. Каждое решение краевой задачи опреде-

ляет волну, со своей, как правило уникальной, структурой поля. Волну,
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соответствующую некоторой заданной паре значений продольного и по-

перечного волновых чисел, называют собственной волной.

Для бегущей волны имеем

ζ(z) = eiγz, (2.8)

и соответственно

ζ ′(z) = iγeiγz, (2.9)

при подстановке этих выражений в (2.4) и (2.5) убеждаемся в том, что

поперечные компоненты электрического и магнитного полей синфазны,

если только величины проницаемостей ε и µ действительны. Продоль-

ные компоненты магнитного поля (у волн ТЕ) или электрического поля

(у волн ТМ) имеют сдвиг по фазе на π/2 относительно поперечных ком-

понент. Как следствие, вектор Умова – Пойнтинга, усредненный по вре-

мени (см. (1.3)) имеет только одну ненулевую компоненту, вдоль оси z, а

в поперечных направлениях стационарные потоки энергии отсутствуют.

Расстояние, на котором фаза бегущей волны изменяется на 2π, равно

длине волны в волноводе: γz = 2π, z = λ, следовательно:

λ = 2π/γ (2.10)

Помимо бегущих волн важное значение имеют стоячие волны в на-

правляющих системах. Режим стоячих волн можно осуществить, распо-

ложив в сечении z = 0 линии передачи, перпендикулярном направлению

распространения, идеально отражающее зеркало (проводящую поверх-

ность). Тогда в (2.6) A=B. Граничные условия на поверхности провод-

ника обеспечивают обращение в нуль составляющих электрического поля

E1, E2 (узел поля), а в силу периодичности зависимости ζ(z) в стоячей

волне узлы поперечной компоненты электрического поля будут иметь

место во всех сечениях z = lπ/γ(ω), где l = 1,2,3... Поставив в одном из

таких сечений вторую проводящую плоскость, можно создать резонатор,

27



то есть систему, обеспечивающую поддержание стоячих электромагнит-

ных волн на дискретных частотах. Создание электромагнитных резона-

торов является одним из важных применений отрезков направляющих

структур.

3. Волны ТЕ и ТМ обладают тем свойством, что их электрические и

магнитные поля ортогональны друг другу:

(E,H) = 0

Если рассматривать только поперечные составляющие этих полей, то

они тоже ортогональны друг другу, причем, как видно из (2.4), (2.5):

E1

H2
= −E2

H1
(2.11)

2.3. Граничные условия

Электромагнитные поля на ограничивающих волновод поверхностях

должны удовлетворять граничным условиям. В общем случае это тре-

бования непрерывности тангенциальных составляющих электрического

и магнитного полей (Eτ и Hτ ) на поверхности раздела сред. На поверх-

ности проводника обычно задается условие идеально проводящей стенки

(Eτ = 0).

Рассмотрим ТЕ-волны. Наиболее простой вид имеет граничное усло-

вие, если поверхность идеального проводника совпадает с координатной

поверхностью. Пусть, например, координатная поверхность q2 = C явля-

ется идеально проводящей. В этом случае для TE-волн (E3 ≡ 0) вектор

Eτ имеет одну компоненту – E1, так что условие Eτ = 0 с учетом (2.4)

эквивалентно требованию:

∂ψ

∂q2
= 0 (при q2 = C) (2.12)
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Аналогично для поверхности q1 = C, граничное условие запишется в

виде: ∂ψ/∂q1 = 0. В общем случае граничные условия для потенциала

для ТЕ волн будет
∂ψ

∂n
= 0 (2.13)

где n – направление, перпендикулярное к проводящей поверхности. Это

граничное условие будет справедливо для всех типов волноводов рис. 2.1.

Для TM-волн в общем случае нужно рассмотреть два случая: κ = 0

и κ 6= 0.

Случай, когда κ 6= 0 встречается в прямоугольных металлических

и диэлектрических волноводах, см. рис. 2.1 4–6, 10–14 об этом более по-

дробно будет в параграфах 5 и 6. Рассмотрим также как и в предыдущем

случае сначала поверхность q2 = C. Тангенциальный к этой поверхно-

сти вектор напряженности электрического поля Eτ имеет две ненулевые

компоненты: E1 и E3 (см. 2.5). Чтобы обеспечить выполнение E3 = 0 при

q2 = C, необходимо потребовать:

ψ = 0 (при q2 = C) (2.14)

В этом случае ∂ψ/∂q2 также обращается в ноль, а значит и E1 – тоже,

следовательно условие (2.14) будет являться граничным. Если аналогич-

но рассмотреть граничное условие для q1 = C, то можно сделать общий

вывод о граничном условии для ТМ – волн на металлической границе

раздела:

ψ = 0 (2.15)

Второй случай, когда κ = 0 встречается в двухпроводных, много-

проводных, коаксиальных и полосковых линиях см. рис. 2.1 1–3, 7–9 об

этом будет более подробно в параграфах 3 и 4. Здесь E3 обращается в

ноль автоматически. Рассматривая как и в предыдущих случаях случаи

q1 = C и q2 = C и обобщая для общего случая получим более мягкое
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граничное условие на металлической границе:

ψ = const (2.16)

Уравнения для поперечной волновой функции (2.1), совместно с гра-

ничными условиями (2.13), (2.15) и (2.16), образуют краевую задачу на

собственные функции и собственные значения поперечного волнового

числа κ.

2.4. Общие свойства TE- и TМ- волн в поперечно-однородных

волноводах

Особую роль в теории волноводов играют случаи, когда среда в попе-

речном сечении однородна. Такие волноводы будем называть поперечно-

однородными. Используем выражение для двумерного оператора Лапла-

са для поперечных координат ∆⊥ (1.37), тогда уравнение (2.1) сводится

к уравнению Гельмгольца:

∆⊥ψ + κ2ψ = 0, (2.17)

где граничные условия имеют вид либо (2.13), либо (2.15). В этом слу-

чае все собственные волны волновода принадлежат либо к семейству

TE, либо к TM. Важно то, что для всех точек поперечного сечения зна-

чение κ2 будет одним и тем же (см. (2.3)). Для различных мод величины

κ2 могут принимать дискретный ряд собственных значений, причем из

общей теории краевых задач для уравнения Гельмгольца известно, что

κ2 ≥ 0. Каждому собственному значению κ2
a уравнения Гельмгольца

(2.1) соответствует своя собственная функция ψa(q1, q2), через которую

выражаются компоненты полей (см. (2.4) и (2.5)). Говорят о разных ти-

пах волн, или о разных поперечных модах, которые характеризуются

этими собственными значениями и собственными функциями. Отметим
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основные свойства собственных волн, общие для всех мод и для любых

конфигураций поперечно-однородных волноводов.

1. В регулярных поперечно однородных волноводах законы дисперсии

для всех типов волн оказываются подобными. Если подставить в (2.3)

значение поперечного волнового числа κa = const, то получим:

ω2 − ω2
кр a =

γ2c2

εµ
(2.18)

где ωкр a – критическая частота a-й моды волновода.

ωкр a =
κ2
ac

2

εµ
(2.19)

Зависимость γ(ω) вида (2.18) часто называют волноводным законом дис-

персии. Ее график представляет собой гиперболу на плоскости частота

– продольное волновое число (рис. 2.2).

Каждой из собственных волн поперечно-однородного волновода со-

ответствует своя критическая частота. При этом распространение волны

возможно, если ω > ωкр a. Если же ω < ωкр a, то волновое число γ стано-

вится чисто мнимым и колебательный процесс в волноводе представляет

собой возмущение, экспоненциально спадающее с координатой (или экс-

поненциально нарастающее – в зависимости от того, где в волноводной

системе находится источник энергии колебаний). Если не учитывать по-

тери в стенках и в веществе, заполняющем волновод, эти колебания будут

синфазными при всех значениях z.

Рассмотрим частотные зависимости фазовой и групповой скорости

при волноводном законе дисперсии. Для фазовой скорости, vф = ω/γ, из

(2.18) имеем:

vф =
c
√
εµ

(
1−

ω2
кр a

ω2

)−1/2

(2.20)

При этом групповая скорость, vгр = dω/dγ, равна:

vгр =
c
√
εµ

(
1−

ω2
кр a

ω2

) 1
2

(2.21)
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Рис. 2.2. Зависимость продольного волнового числа от частоты в случае

волноводного закона дисперсии.

Зависимости vф(ω) и vгр(ω) изображены на рис. 2.3. В дальнейшем (в

частности, в § 1.5) мы вернемся к обсуждению их смысла. Специфиче-

ским для собственных волн поперечно-однородных волноводов является

свойство:

vфvгр =
c2

εµ
(2.22)

2. В регулярном волноводе поперечные компоненты электрического

и магнитного полей бегущей волны ортогональны друг другу, а отноше-

ние их амплитуд постоянно во всех точках волновода. Это отношение

называют характеристическим сопротивлением волновода. В отсутствие

потерь характеристическое сопротивление Zх действительно, и можно

полагать:

Zх =
|E⊥|
|H⊥|

.

В системах с потерями между полями E⊥ и H⊥ имеется сдвиг фаз,

и (комплексное) характеристическое сопротивление следует определять
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Рис. 2.3. Зависимости фазовой и групповой скорости от частоты в случае

волноводного закона распространения.

более аккуратно:

Zх =

√
(E⊥E⊥)√
(H⊥H⊥)

. (2.23)

Подставим в (2.23) выражения компонент полей (2.4) и (2.5). При этом

учтем (2.8), (2.9) и (2.18). Получим, что для TE-волн:

Zх =
iωµµ0

iγ
=

√
µµ0

εε0

(
1− ωкр a

ω2

)− 1
2

(2.24)

Для TM-волн:

Zх =
iγ

iωεε0
=

√
µµ0

εε0

(
1−

ω2
кр a

ω2

) 1
2

(2.25)

В системе СИ, где напряженность электрического поля измеряется в еди-

ницах В/см, а магнитного поля – А/см, характеристическое сопротивле-

ние имеет размерность Ом. В системе СГС Zх – безразмерная величина.

3. Собственные моды поперечно-однородного волновода образуют

полную ортогональную систему, причем соотношения ортогональности
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для мод с номерами p и q (p 6= q) имеют вид:∫
EpEq da = 0,

∫
HpHq da = 0,

где интеграл берется по поперечному сечению волновода. Свойство орто-

гональности и полноты мод волновода являются весьма важными [1, 2]

для различных приложений.

2.5. Точный вывод скорости переноса энергии

4. Распространение волны сопровождается переносом энергии. В ка-

честве скорости переноса энергии рассматривают vгр. Однако широко

известные способы обоснования этого утверждения справедливы, строго

говоря, лишь для одномерных волновых пакетов. В реальных волново-

дах корректное доказательство равенства скорости пере носа энергии и

групповой скорости усложняется из-за того, что распределение полей в

поперечном направлении неоднородно. С учетом этого, следует обобщить

определение скорости распространения (переноса) энергии в волноводе.

Это можно сделать, используя аналогию с определением скорости движе-

ния зарядов в проводнике, так, как это представлено в данной таблице:
Законы сохранения

Зарядов Энергии
∂ρ
∂t + div j = 0 ∂

∂t(We +Wm) + divS = 0

Определения скорости переноса

vq = I/Q vэ = 〈S〉 / 〈W 〉
Обозначения погонных величин

〈S(z)〉 =
∫
A

Sn da

I(z) =
∫
A

jn da 〈W (z)〉 = 〈We(z)〉+ 〈Wm(z)〉

Q(z) =
∫
A

q da 〈We(z)〉 =
∫
A

We da

〈Wm(z)〉 =
∫
A

Wm da
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Скорость переноса заряда определяется как отношение величины то-

ка I, протекающего через данное сечение проводника A, к погонной

плотности заряда Q в этом сечении, причем обе эти величины нахо-

дят путем интегрирования по поперечному сечению. Аналогичным об-

разом, скорость переноса энергии определяется как отношение потока

энергии к погонной плотности энергии электромагнитной волны в вол-

новоде, 〈W 〉 = 〈We〉 + 〈Wm〉. В последнем случае на интегрирование

по поперечному сечению волновода указывают угловые скобки. Найдем

выражения для 〈S〉 и 〈W 〉 в случае TE-волн [8]. При вычислении инте-

гралов по поперечному сечению волновода будем использовать формулы

(1.7) для средних по времени величин:

〈S〉 =
1

2

∫
Re[E ,H∗] n da =

1

2

∫
A

ωµµ0γ

[(
1

h2

∂ψ

∂q2

)2

+

(
1

h1

∂ψ

∂q1

)2
]
da =

=
µµ0ωγ

2

∫
(∇⊥ψ)2 da;

〈We〉 =
1

4

∫
A

εε0|E|2 da =
1

4
µµ0

2ω2εε0

∫
(∇⊥ψ)2 da;

〈Wm〉 =
1

4

∫
A

µµ0|H|2 da =
1

4
µµ0

[
γ2

∫
(∇⊥ψ)2 da+κ4

a

∫
ψ2 da

]
.

Преобразуем последнюю формулу с помощью векторного тождества:

div⊥(ψ grad⊥ ψ = (∇⊥ψ)2 + ψ∆⊥ψ

Проинтегрировав его по поперечному сечению волновода, будем

иметь: ∫
∇⊥(ψ∇⊥ψ) da =

∫
(∇⊥ψ)2 da+

∫
ψ∆⊥ψ da

Интеграл в левой части данного равенства можно представить с помо-

щью теоремы Стокса в виде контурного интеграла по периметру волно-

вода: ∫
∇⊥(ψ∇⊥ψ) da =

∮
ψ(∇⊥ψ) dl
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причем последний интеграл равен нулю, в силу граничных условий, как

для TE-, так и для TM-волн. Таким образом, в волноводе с проводящими

стенками: ∫
(∇⊥ψ)2 da+

∫
ψ∆⊥ψ da = 0 (2.26)

Возьмем уравнение (2.1) для поперечной составляющей потенциала:

∆⊥ψ + κ2
aψ = 0

Умножим его скалярно на ψ и проинтегрируем по поперечному сечению:

∫
ψ∆⊥ψda = −κ2

a

∫
ψ2 da (2.27)

Подставив (2.27) в (2.26), получим:∫
(∆⊥ψ)2da = κ2

a

∫
ψ2 da

С учетом этого соотношения имеем:

〈Wm〉 =
1

4
µµ0κ2

a(κ2
a + γ2)

∫
ψ2 da

В то же время имеем:

〈We〉 =
1

4
µµ0

2k2εε0κ2
a

∫
ψ2 da

Приняв во внимание тождество (2.3), убеждаемся в том, что для элек-

трического и магнитного полей в волноводе выполняется «принцип рав-

нораспределения» = плотности энергии, запасенной в электрическом и

магнитном поле, одинаковы:

〈We〉 = 〈Wm〉 (2.28)

Кроме того, поскольку:

〈S〉 =
µµ0kγc

2
κ2
a

∫
ψ2 da
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то, с учетом определения скорости переноса энергии v (3.8) и формулы

(2.21), получим:

vэ =
〈S〉

〈W 〉+ 〈Wm〉
=

µµ0kγ

8π
κ2
a

∫
ψ2 da

1

8π
µµ2

0k
2εε0κ2

a

∫
ψ2 da

=
γ

εε0µµ0k
=

c
√
εµ

(
1−

ω2
кр a

ω2

) 1
2

(2.29)

Таким образом, для TE-волн произвольного поперечно-однородного вол-

новода строго доказано, что скорость переноса энергии в волноводе сов-

падает с групповой скоростью. В случае TM-волн выражения для 〈W 〉
и 〈S〉 получаются несколько иными:

〈S〉 =
εε0κγc

8π
κ2
a

∫
ψ2 da

〈W 〉 =
1

8π
εε0

2µµ0k
2

∫
ψ2 da

Однако принципиальный вывод о равенстве vэ = vгр и схема его доказа-

тельства остаются в силе.
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3. TEM ВОЛНЫ В ДЛИННЫХ ЛИНИЯХ

Среди поперечно-однородных волноводов имеются структуры, в ко-

торых одно из собственных чисел краевой задачи для поперечной волно-

вой функции обращается в нуль, κ2
0 = 0. Этот частный случай заслужи-

вает отдельного внимания. Ему отвечают волны, обладающие специфи-

ческими, важными для практики свойствами. Их первой отличительной

особенностью являются отсутствие продольных компонент электромаг-

нитного поля (см. (2.4) и (2.5)); волны являются чисто поперечными. Для

такого типа волн принято обозначение ТЕМ (transversal electromagnetic).

Вторая особенность этих волн состоит в отсутствии у них структурной

дисперсии, при κ0 = 0 фазовая скорость не зависит от частоты. Дей-

ствительно, из (2.20) и (2.19) следует:

vф =
c
√
εµ
. (3.1)

Уравнение поперечной волновой функции (2.1) сводится для волны ТЕМ

к двумерному уравнению Лапласа

∆⊥ψ = 0 (3.2)

Функция ψ для волн типа ТЕМ может иметь различный смысл, в за-

висимости от того, считать ли отправной точкой соотношения для ТЕ

или для ТМ волн, ((2.4) или (2.5)). Если рассматривать TEM-волну как

частный случай TE-волны, то можно показать, что ψ – это векторный

потенциал соответствующей магнитостатической задачи, который имеет

в этом случае одну z-компоненту. При этом краевой задаче для функции

ψ отвечает граничное условие (2.13). Приведем здесь его еще раз:

∂ψ

∂q2
= 0 (при q2 = C)

Если рассматривать TEM-волну как частный случай TМ-волны, то ψ

представляет собой просто электростатический потенциал, а компоненты
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поля E пропорциональны компонентам gradψ (см. (2.5)). При этом кра-

евой задаче для функции ψ отвечает граничное условие типа (2.15), ко-

торое следует несколько видоизменить. Действительно, равенство нулю

продольной компоненты электрического поля Ez достигается для ТЕМ-

волны автоматически, значит граничное условие для ТМ волн можно

смягчить потребовав не ψ = 0, а:

ψ = const. (при q2 = C) (3.3)

Из электростатики известно, что если граница некоторой области

пространства является связной эквипотенциальной поверхностью, то в

этой области поле (описываемое уравнением Лапласа) отсутствует. Ма-

тематическим выражением этого свойства является принцип максиму-

ма, также известный из курса уравнений математической физики [9].

Согласно ему, решение краевой задачи для уравнения Лапласа может

достигать экстремальных значений только на границе рассматриваемой

области. Если же потенциал ψ на всей границе имеет одно постоянное

значение, то и внутри области он постоянен, а значит, поле в этой области

отсутствует.

Однако из той же электростатики известно, что если граница области,

занимаемой полем, является многосвязной, то электрическое поле в та-

кой области может существовать. В общем случае, если граница состоит

из n связных частей, то потенциал на одной из поверхностей (провод-

ников) можно приравнять нулю, а потенциалы остальных проводников

задавать независимо. Соответственно, в n-проводной линии может рас-

пространяться (n− 1) различных волн типа ТЕМ.

Рассмотрим в качестве примера распределение поля волны ТЕМ в

волноведущей линии, состоящей из двух коаксиально расположенных

цилиндрических проводников – внутреннего, радиусом r1, и внешнего,

радиусом r2 (рис. 3.1)
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Рис. 3.1. Распределение полей волны ТЕМ в коаксиальной линии. Непре-

рывные стрелки – линии электрического поля, пунктирные линии – маг-

нитного.

Уравнение Лапласа (3.2) в цилиндрических координатах примет вид:

1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

1

r2

∂2ψ

∂ϕ2
= 0

Как известно, цилиндрически симметричным решением последнего урав-

нения является функция

ψ = A ln
1

r
+ A0. (3.4)

Константы A и A0 легко найти, потребовав, чтобы выполнялось условие

на поверхности внутреннего проводника:

ψ = const = Ψ1 (при r = r1),

и на поверхности внешнего проводника:

ψ = const = Ψ2 (при r = r2).

Полагая, что для ψ справедливо (3.4), и взяв для бегущей волны ζ = eiγz,
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найдем из формул (2.4) следующие выражения компонент полей:

Er =
−iγA
r

eiγz, Hr = 0,

Eϕ = 0, Hϕ =
−iωεε0A

r
eiγz,

Ez = 0, Hz = 0.

(3.5)

Таким образом, волна ТЕМ коаксиальной линии имеет лишь две отлич-

ные от нуля компоненты, Er и Hϕ. Линии электрического и магнитного

полей отображены на рис. 3.1.

Вернемся к общему случаю ТЕМ волн. При исследовании направляю-

щих систем с волнами ТЕМ часто исходят не из уравнений Максвелла, а

из телеграфных уравнений. Волну при этом характеризуют не распреде-

лением электрического и магнитного полей, а следующими величинами:

напряжением между проводниками U(z, t) и протекающим через сече-

ние одного из провдников током I(z, t), погонной индуктивностью L и

погонной емкостью C.

Телеграфные уравнения являются следствием уравнений Максвелла.

Подробное обоснование этого положения проведено в лекциях академи-

ка Л.И. Мандельштама по теории колебаний [10]. Однако в литературе

встречаются и спорные (или неудачно сформулированные) утверждения

о том, что телеграфные уравнения не сводятся к уравнениям Максвел-

ла [2]. Поэтому будет полезным проследить, как от уравнений Максвелла

(записанных для полей) можно перейти к уравнениям для напряжения

и тока, и обсудить целесообразность такого перехода.

Рассмотрим длинную линию из двух проводников. Для начала най-

дем токи, текущие через оба проводника. Для этого проинтегрируем H

по контуру, охватывающим сначала один проводник, затем оба провод-

ника и вычтем первый ток. Пусть, для примера, линия также будет ко-

аксиальной, хотя подобное можно проделать для любой двухпроводной

линии.
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Связь между напряженностью электрического поля E полным заря-

дом ∆qполн в некотором объеме, ограниченным поверхностью S1 дается

теоремой Остроградского-Гаусса:∫
S1

E dS =
∆qполн

εε0
, (3.6)

где предполагается, что поверхность S1, охватывает часть одного из про-

водов. Перейдем к погонному заряду q, то есть на единицу длины.

q =
∆qполн

∆z
, (3.7)

В этом случае в формуле (3.6) в качестве объема интегрирования доста-

точно выбрать цилиндр, охватывающий провод, единичной длины. Тогда

поверхностный интеграл преобразуется в криволинейный:∮
l

En dl =
q

εε0
, (3.8)

где интегрирование ведется в плоскости, перпендикулярной направле-

нию распространения, по контуру, охватывающем проводник, а En –

внешнаяя нормаль к этому контуру, лежащая также в этой плоскости.

Связь между силой тока I и напряженностью магнитного поля H в

общем случае определяется уравнением Максвелла

rot H = j +
∂D

∂t
, (3.9)

Заметим, что в уравнении для потенциала (3.2) отсутствуют производ-

ные по времени, или (что тоже самое) члены, содержащие ω. Следова-

тельно в поперечном сечении задача является квазистатическая. Следо-

вательно производную по времени можно считать равной нулю, и урав-

нение (3.9) преобразуется к виду:

rot H = j, (3.10)
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В интегральной форме это уравнение будет выглядеть следующиим об-

разом: ∮
l

H dl = I, (3.11)

где интегрирование ведется по контуру, охватывающим проводник, в ко-

тором определяем ток. Также как и в случае с электрическим полем,

будем предполагать, что контур l лежит в поперечной плоскости.

Пусть нам известно распределение потенциала для ТЕ волн ψ0(q1, q2),

который соответствует единичной погонной плотности заряда. Тогда со-

гласно выражению для компонент полей (2.4) поперечные компоненты

электрического поля имеют вид:

E01 =
iωµµ0

h2

∂ψ0

∂q2
ζ, E02 = −iωµµ0

h1

∂ψ0

∂q1
ζ (3.12)

Наша цель – рассмотреть не статическую, а динамическую задачу,

но при этом учесть, что поперечная конфигурация поля подобна ста-

тической. Это значит, что электрическое поле распределено по закону:

E = q(z, t)E0(q1, q2). (3.13)

Аналогично для магнитного поля:

H = I(z, t)H0(q1, q2). (3.14)

где электрическое поле E0 – это поле, создаваемое статическим распре-

делением заряда с погонной плотностью, равной единице, а H0 – распре-

деление магнитного поля, создаваемое при протекании единичного тока.

Поле E0 выражается через производные функции ψ0 посредством (3.12),

а для поля H0 таких выражений пока нет.

Компоненты полей E0 и H0 пропорциональны друг другу. Рассмат-

ривая (2.11), убедимся, что

E1

H2
= −E2

H1
= Zх (3.15)
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где Zх0 – характеристическое сопротивление, соответствующее коэффи-

циенту κ = 0, а следовательно и ωкр a = 0 (см. (2.19), (2.24) и (2.25)).

Zх0 =

√
µµ0

εε0
(3.16)

Такое же характеристическое сопротивление будет для плоской волны

в отсутсвии волноведущих поверхностей. Поскольку дисперсия отсут-

ствует, соотношение (3.15) справедливо для любой зависимости характе-

ристик волны от времени. Однако мы не можем гарантировать, что из

(3.15) и равенства E = E0 следует, что соответствующий ток (который

входит в выражение для магнитного поля (3.14)) равен единице. Поэто-

му запишем условие пропорциональности электрического и магнитного

полей в более общем виде:

H01 = − a

Zх0
E02, H02 =

a

Zх0
E01 (3.17)

Значения rot H и rot E запишем в декартовых координатах для крат-

кости записи:

rot H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1

h2h3

e2

h1h3

e3

h1h2

∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3

h1IH01 h2IH02 h3IH02

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −i

∂I

∂z
H0y + j

∂I

∂z
H0x + kI

(
∂H0y

∂x
− ∂H0x

∂y

)

rot E =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1

h2h3

e2

h1h3

e3

h1h2

∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3

h1qE01 h2qE02 h3qE02

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −i

∂q

∂z
E0y + j

∂q

∂z
E0x + kq

(
∂E0y

∂x
− ∂E0x

∂y

)

Перепишем выражения для роторов с учетом представления (3.13) и

(3.14), и того, что из (2.4) и (2.5) следует

∂H0y

∂x
=
∂H0x

∂y
,

∂E0y

∂x
=
∂E0x

∂y
.
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Будем иметь:

rotH = −i
∂I

∂z
H0y + j

∂I

∂z
H0x + k · 0 = (−iaY E0x − jaY E0y)

∂I

∂z
= −aYE0

∂I

∂z

rotE = −i
∂q

∂z
E0y + j

∂q

∂z
E0x + k · 0 =

(
i

Y a
H0x +

j

Y a
H0y

)
∂q

∂z
=

1

Y a
H0

∂q

∂z

В результате подстановки данных выражений в уравнения Максвелла

(1.6) получим:

−caY E0
∂I

∂z
= εE0

∂q

∂t

c
1

Y a
H0

∂q

∂z
= −µH0

∂I

∂t

(3.18)

Если положить ε = caY , то первое из уравнений (3.18) сводится к закону

сохранения заряда:
∂q

∂t
= −∂I

∂z
(3.19)

Тогда же второе уравнение преобразуется к виду:

∂I

∂t
= − c

2

εµ

∂q

∂z
. (3.20)

Таким образом, вместо уравнений для поля, мы получили уравнения

для тока и плотности заряда, которые пока не содержат квазистатиче-

ских величин, типа погонной емкости и погонной индуктивности. Часто

уравнения (3.19), (3.20) представляют в другой форме.

Для этого вводят электрическое напряжение, которое есть интеграл

от поля, взятый между проводниками в фиксированном поперечном се-

чении:

U =

∫
l⊥

Edl, (3.21)

где путь интегрирования l⊥ лежит в плоскости, перпендикулярной к на-

правлению распространения. При таком выборе пути интегрирования

величина U аналогична разности потенциалов в электростатике и про-

порциональна погонной плотности заряда:

q = CU. (3.22)
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Погонную емкость C можно определить следующим образом:

C =
q∫

l⊥

Edl
=

1∫
l⊥

E0dl
. (3.23)

С учетом (3.22) и (3.23) уравнения (3.19) и (3.20) приобретают вид:

C
∂U

∂t
= −∂I

∂z

L
∂I

∂t
= −∂U

∂z

(3.24)

Здесь введен еще один коэффициент, погонная индуктивность L. Обыч-

но индуктивность определяют с помощью вычисления потока магнитно-

го поля, создаваемого единичным током. В нашем выводе телеграфных

уравнений рассматривался только потенциал ψ0(x, y), для электроста-

тической задачи, и не принималась во внимание аналогичная функция

для магнитостатической задачи. Вследствие такого «лентяйского подхо-

да» при переходе от уравнений (3.19), (3.20) к (3.24) следует определить

погонную индуктивность следующим образом:

L =
εµ

c2

∫
l⊥

E0 dl (3.25)

При таком определении из (3.23) и (3.25) имеем:

LC=
εµ

c2
(3.26)

Формула (3.25) не имеет глубокого физического смысла, однако для си-

стем с волнами ТЕМ она оказывается не только верной, но и удобной.

Уравнения (3.24) называются телеграфными уравнениями. Как доказано

выше, телеграфные уравнения являются следствием уравнений Максвел-

ла для волн ТЕМ, которые имеют место в поперечно-однородном волно-

воде с многосвязной проводящей границей. При этом вовсе не обязатель-

но, чтобы поперечные размеры волновода были малыми по сравнению с

длиной волны.
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3. Свойства линий передачи волн типа TEM определяют два пара-

метра: скорость распространения волн и характеристический импеданс.

В TEM-системах с малыми потерями можно пренебречь дисперсией, и

фазовые скорости волн с разными частотами практически одинаковы,

vф = c/
√
εµ, (3.1). Такую же величину имеет групповая скорость. Мож-

но определить фазовую скорость и иначе, через погонные параметры

линии. Как следует из (3.26):

vф =
1√
LC

(3.27)

Рассмотрим гармонические колебания, для этого представим реше-

ния U и I в виде бегущих в положитльном направлении Oz волн:U
I

 =

U+

I+

 exp[i(γz − ωt)].

Подстановка их в телеграфные уравнения (3.24) дает:

C(−iω)U+ = −iγI+,

L(−iω)I+ = −iγU+,
(3.28)

Волновое сопротивление линии передачи ρ определяется как отношение

амплитуд напряжения и тока в бегущей волне, распространяющейся в

этой линии.

ρ =
U+

I+
. (3.29)

Из уравнений (3.28) находим два представления для волнового сопро-

тивления:

ρ =
U+

I+
=

γ

ωC
=

1

vфC
или ρ =

ωL

γ
= vфL. (3.30)

Комбинируя их, получим формулу:

ρ =

√
L

C
. (3.31)
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Понятия волнового сопротивления ρ и характеристического сопротивле-

ния Zх определяются по-разному, и их не следует смешивать.

Вычислим для примера волновое сопротивление коаксиальной линии.

Вначале найдем погонную емкость. Эта задача хорошо известна из курса

электричества. Поле в цилиндрическом конденсаторе распределено по

закону: Er = A
r . Найдем константу A. По определению, величине E0r

соответствует погонная плотность заряда q = 1. Воспользуемся (3.8)∮
A

r
dl =

1

εε0
,

где dS = rdϕ - элемент боковой поверхности внутреннего проводника,

отсюда следует A = 1
2πεε0

. Тогда можем вычислить интеграл, присутству-

ющий в формуле (3.23) для погонной емоксти:

r2∫
r1

E0dl =
1

2πεε0

r2∫
r1

dr

r
=

1

2πεε0
ln
r2

r1
.

Таким образом получаем:

C =
2πεε0

ln r2
r1

. (3.32)

В данном случае нет нужды специально рассматривать магнитостатиче-

скую задачу, чтобы вычислить погонную индуктивность, поскольку из

(3.26) следует

L =
2µ

c2
ln
r2

r1
(3.33)

и с помощью (3.30) окончательно находим:

ρ =
2

c

√
µ

ε
ln
r2

r1
. (3.34)

Сравнивая (3.16) и (3.34), видим, что характеристический импеданс не

зависит от геометрических параметров волновода, а волновой импеданс

– зависит. Более того, в системе СГС волновой и характеристический
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импедансы ρ и Zх имеют даже разную размерность. В системе СИ обе

величины измеряются в омах.

Коаксиальные линии очень широко используются для передачи элек-

тромагнитных волн в диапазоне от сверхнизких частот вплоть до грани-

цы миллиметрового диапазона. Принципиальным ограничением для их

применения на более высоких частотах является возбуждение в коак-

сиальной линии волн других типов, с κ2 > 0 (это не TEM, а TE или

TM волны). В тех случаях, когда целесообразно использовать двух- или

многопроводные линии более сложной конфигурации, удобным способом

расчета их погонной емкости является метод конформных отображений.

Впрочем, необходимость в расчете может и не возникнуть, если известна

экспериментально измеренная емкость отрезка соответствующей линии

единичной длины.

4. При переходе от уравнений Максвелла к телеграфным уравнени-

ям, справедливым для TEM-волн, мы вместо переменных, описывающих

поле, используем переменные, описывающие его источники. Эти источ-

ники (заряды и токи) сами находятся за пределами области существова-

ния поля – на проводниках. В чем выгода и удобство такого квазиста-

тического подхода? Прежде всего, в том, что квазистатический подход

как бы “экономит” при описании волновых процессов два пространствен-

ных измерения. Вместо того, чтобы искать поперечную конфигурацию

электромагнитного поля в однородной линии, достаточно знать одну её

геометрическую характеристику – погонную емкость. Погонная индук-

тивность в системе с волнами ТЕМ по сути дела может быть выражена

через погонную емкость.

С целью расширения области применения удобного аппарата теле-

графных уравнений, были предприняты многочисленные обобщения. По-

казано, что во многих случаях телеграфные уравнения приближенно вер-

ны и в системах, неоднородных в продольном направлении (вдоль оси z).
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Это прежде всего случай слабой неоднородности, когда можно считать,

что геометрические или/и материальные параметры направляющей си-

стемы мало меняются на расстоянии порядка длины волны, и структура

поля остается практически такой же, как и в регулярной (продольно

однородной) линии передачи, то есть – TEM. Второй случай – резкого,

скачкообразного изменения какого-либо параметра системы в определен-

ном сечении z = const. При этом части линии передачи, лежащие по обе

стороны сечения скачка, являются однородными. Соответственно и вол-

ны, которые распространяются в обеих частях системы, принадлежат

к семейству TEM. Особой областью оказывается близкая окрестность

плоскости скачка, где происходит преобразование структуры электро-

магнитного поля.

В тех случаях, когда размеры области неоднородности в «почти»

ТЕМ системах малы по сравнению с длиной волны, их влияние пред-

ставляют, вводя эквивалентные сосредоточенные элементы. И в этом от-

ношении телеграфные уравнения также дают существенные удобства.

Далее, телеграфные уравнения можно распространить на системы с по-

терями и даже на нелинейные системы. Однако следует отметить, что

многие из таких обобщений являются приближенными и не имеют до-

статочно строгого обоснования.

Телеграфные уравнения были положены в основу теории цепей СВЧ,

область применения которой чрезвычайно широка, и включает теорию

радиоизмерений, расчет фильтров и других устройств [11–14].
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4. КВАЗИПОПЕРЕЧНЫЕ ВОЛНЫ

Следует подчеркнуть, что поперечные электромагнитные волны

(ТЕМ) возможны только в таких направляющих системах, которые по

всему сечению заполнены однородным веществом. Действительно, поло-

жим обратное: в некотором регулярном волноводе, состоящем из частей

с разными значениями проницаемостей, распространяется волна ТЕМ.

Поскольку для этой волны κ ≡ 0, то в разных частях поперечного сече-

ния должно быть:

εiµik
2 = γ2,

где i – номер диэлектрической области в сечении волновода. Но величины

γ и k для данной моды постоянны во всех точках регулярного волновода.

Поэтому последнее равенство выполняется только тогда, когда все про-

изведения n2
i = εiµi (или, все показатели преломления) одинаковы. Если

же материальные параметры сред не удовлетворяют этому требованию,

то в направляющей системе для любой моды поперечное волновое число

будет отлично от нуля. Как следствие, напряженность электрического

или магнитного поля (или обе эти величины) имеет продольную компо-

ненту во всех средах, составляющих волновод, а рассматриваемая волна

не относится к семейству ТЕМ.

Тем не менее, в ряде случаев в волноводах имеются моды, у кото-

рых продольные компоненты поля много меньше по величине, чем попе-

речные. Оценим условия существования таких, квази-ТЕМ, типов волн.

Для электрического поля отношение продольной и поперечной компо-

нент имеет тот же порядок величины, что и у волн семейства TM. Ис-

пользуя (2.5), находим:

Ez ∼ κ2ψζ, Eq1,q2 ∼
∂ψ

∂(q1, q2)
γζ ∼ ψ

d
γζ,

где d – характерный поперечный размер волновода. Таким образом, для
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соответствия волны критерию квази-ТЕМ (|Ez| � |Eq1,q2|) должно быть

выполнено неравенство:

κ2 � γ/d (4.1)

Согласно (2.3) заведомо имеем: κ2 < k2. Если будем требовать k2 � γ/d,

то условие квази-ТЕМ волны (4.1) будет с запасом выполнено. Учтем

теперь, что k2 = (2π/λ)2, а γ = 2π/λв, где λ – длина плоской однородной

волны в диэлектрике, а λв – длина волны в волноводе. Тогда получим

достаточное условие квази-ТЕМ волны в виде:

2π

λвd
�
(

2π

λ

)2

. (4.2)

Длины волн λ и λв – величины одного порядка (обычно λв > λ). Это поз-

воляет в качестве критерия квази-ТЕМ волны использовать упрощенное

условие:

λ � 2πd. (4.3)

Таким образом, если данная мода способна распространяться в направ-

ляющей системе на низких частотах, где ее длина много больше попереч-

ного размера направляющей системы, то в этих условиях волну можно

считать квазипоперечной (квази-ТЕМ). Из проведенного выше анализа

следует, что микрополосковые, щелевые и другие планарные линии пе-

редачи (рис. 2.1, 7–9) не являются системами с волнами типа TEM. Тем

не менее, поскольку эти системы допускают статические решения урав-

нений Максвелла, а значит, и возбуждение на низких частотах, можно

ожидать, что эти низкочастотные волны будут относиться к типу квази-

TEM. Как следствие, пока длина волны велика по сравнению с попе-

речными размерами этих систем, для их описания можно пользоваться

телеграфными уравнениями и всеми связанными с ними понятиями.

Определение погонных параметров для квази-TEM систем продемон-

стрируем на примере коаксиальной линии с неоднородным заполнением

(рис. 4.1), в которой сектор с углом раскрыва 2πθ заполнен материалом с
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Рис. 4.1. Пример волновода с волной типа «квази-ТЕМ»: коаксиальная

линия с неоднородным диэлектрическим заполнением.

проницаемостью ε, а вне этого сектора диэлектрическая проницаемость

равна единице, при этом во всем сечении волновода µ ≡ 1. Так как внесе-

ние диэлектрика не ведет к перераспределению статического магнитного

поля, погонная индуктивность остается той же, что и в незаполненной

коаксиальной линии. Погонную емкость можно представить как сумму

емкостей сектора, заполненного диэлектриком, C1 = θ2πεε0/ln
r2
r1

и неза-

полненной части, C0 = (1− θ)2πε0/ln
r2
r1
. Таким образом, по сравнению с

однородной незаполненной коаксиальной линией погонная емкость уве-

личивается в (1− θ+ θε) раз, а скорость распространения волны оказы-

вается в (1− θ + θε)1/2 раз меньше.

Попытаемся обобщить данный подход, описанный в [2] для частной

конфигурации рис. 4.1. Рассмотрим однородный волновод, ограничен-

ный двусвязной металлической поверхностью, в поперечном сечении ко-

торого имеются области, где материальные параметры принимают одно

из двух значений: (ε1, µ1) или (ε2, µ2), аналогично рис. 4.1. Определим

скорость переноса энергии v, используя формулу (3.8), которую с уче-

том (3.11) можно взять в виде v = 〈S〉 /2 〈We〉. Запишем выражения для
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〈We〉 и 〈S〉 в таком же виде, как в §1.3 для ТЕ-волн:

〈We〉 = 〈W1〉+ 〈W2〉 =
ε1µ

2
1

16π
k2κ2

1I1 +
ε2µ

2
2

16π
k2κ2

2I2,

〈S〉 = 〈S1〉+ 〈S2〉 =
µ1kγc

8π
κ2

1I1 +
µ2kγc

8π
κ2

2I2,

где I1 =
∫
A1

ψ2da, I2 =
∫
A2

ψ2da, или

〈We〉 = 〈W1〉+ 〈W2〉 =
k2

16π
ε1µ

2
1κ2

1I1

(
1 +

ε2µ
2
2κ2

2I2

ε1µ2
1κ2

1I1

)
=

=
k2

16π
ε1µ

2
1κ2

1I1 (1 + rw)

〈S〉 = 〈S1〉+ 〈S2〉 = µ1
kγc

8π
κ2

1I1

(
1 +

µ2κ2
2I2

µ1κ2
1I1

)
=

= µ1
kγc

8π
κ2

1I1

(
1 + rwr

−2
n

)
где rw = ε2µ

2
2κ2

2I2/(ε1µ
2
1κ2

1I1) – отношение погонных плотностей энергии

в двух частях волновода, и rn =
√
ε2µ2/ε1µ1 – отношение показателей

преломления в этих же частях. Подставив полученные выражения в фор-

мулу (3.8), найдем:

vэ =
γc

kε1µ1

1 + rwr
−2
n

1 + rw
(4.4)

С учетом определения фазовой скорости (v = ck/γ) последнее соотно-

шение можно представить в виде

vэvф =
c2

ε1µ1

1 + rwr
−2
n

1 + rw

Для волн ТЕМ (квази-ТЕМ) при стремлении частоты к нулю фазовая и

групповая скорости становятся одинаковыми, следовательно, из послед-

него уравнения получим:

vф(ω → 0) =
c

√
ε1µ1

√
1 + rwr−2

n

1 + rw
(4.5)

Формулы (4.4) и (4.5) оказываются полезными, если отношение энер-

гий rw каким-либо образом известно. Для рассмотренного выше коак-

сиального волновода с неоднородным диэлектрическим заполнением это
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отношение можно определить, зная электростатическое поле в струк-

туре. В данном случае отношение погонных плотностей энергии равно

отношению погонных емкостей, то есть rw = θε/(1 − θ). Отношение по-

казателей преломления rn =
√
ε. Поэтому, согласно (4.5) находим:

vф(ω → 0) = c

√
1 + θ/(1− θ)
1 + θε/(1− θ)

= c

√
1− θ + θ

1− θ + θε
=

c√
1− θ + θε

.

Это в точности совпадает с результатами упрощенного исследования.

Данное выше обоснование формул (4.4) и (4.5) корректно в случае,

когда структура собственной квази-ТЕМ волны сводится к полям семей-

ства ТЕ. Однако и в случае ТМ волн аналогичные выкладки приводят к

тем же соотношениям. В реальных поперечно-неоднородных волноводах

поля являются в общем случае гибридными. Для этого общего случая

строгий вывод формул (4.4) и (4.5) сопряжен с математическими труд-

ностями. Тем не менее, подобные формулы широко используются при

расчете параметров микрополосковых линий и родственных им планар-

ных структур [15].

В заключение отметим, что критерий квази-ТЕМ волны может быть

выполнен не только для мод, существующих в пределе низких частот,

но и в противоположном предельном случае, если при росте частоты (в

пределе, ω → ∞) поперечные волновые числа остаются ограниченны-

ми. Такого рода ситуации возможны в диэлектрических волноводах (см.

§ 1.8, § 1.11).
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5. ВОЛНЫ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

1. Прямоугольный волновод является простейшей направляющей си-

стемой, где все собственные волны принадлежат к семействам ТЕ и ТМ.

Анализ прямоугольного волновода удобно проводить в декартовых пря-

моугольных координатах (рис. 5.1). Обратим внимание, что в принятых

нами обозначениях оси координат сдвинуты относительно оси симметрии

системы.

Рис. 5.1. Полый прямоугольный волновод: геометрия задачи.

Уравнение (2.1) для поперечной волновой функции имеет вид:

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+ κ2ψ = 0 (5.1)

Граничные условия задаются на стенках волновода, то есть на плоских

поверхностях x = 0 и x = a (боковые стенки), и y = 0, y = b (нижняя и

верхняя стенки). Для TM-волн граничные условия являются условиями

первого рода:

ψ = 0 при x = 0, x = a и y = 0, y = b. (5.2)
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Для TE-волн граничные условия есть:

∂ψ

∂x
= 0 при x = 0 и x = a,

∂ψ

∂y
= 0 при y = 0 и y = b.

(5.3)

Здесь граница волновода состоит из частей, лежащих на разных коор-

динатных поверхностях. Такой выбор не препятствует решению краевой

задачи методом разделения переменных.

Не составляет труда найти собственные функции ψ, удовлетворяю-

щие уравнению Гельмгольца (5.1) и граничным условиям (5.2) и (5.3), а

также соответствующие собственные значения. Для TE-волн получаем:

ψ = A cos
mπx

a
cos

nπy

b
, κ2

mn =
(mπ
a

)2

+
(nπ
b

)2

. (5.4)

Аналогично, для TM-волн:

ψ = B sin
mπx

a
sin

nπy

b
, κ2

mn =
(mπ
a

)2

+
(nπ
b

)2

. (5.5)

Здесь m и n – целые числа.

2. Рассмотрим волны, бегущие в положительном направлении оси z,

то есть примем ζ(z) = eiγz. Выражения для компонент полей TE-волн

получаем, подставив (5.4) в формулу (2.4):

Ex = −iωµµ0A
nπ

b
cos

mπx

a
sin

nπy

b
eiγz,

Ey = iωµµ0A
mπ

a
sin

mπx

a
cos

nπy

b
eiγz,

Ez = 0,

Hx = −iγAmπ
a

sin
mπx

a
cos

nπy

b
eiγz,

Hy = −iγAnπ
b

cos
mπx

a
sin

nπy

b
eiγz,

Hz = Aκ2
mn cos

mπx

a
cos

nπy

b
eiγz.

(5.6)
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Аналогично, подставив (5.5) в формулу (2.5), получаем для TM-волн:

Ex = iγB
mπ

a
cos

mπx

a
sin

nπy

b
eiγz,

Ey = iγB
nπ

b
sin

mπx

a
cos

nπy

b
eiγz,

Ez = κ2
mnB sin

mπx

a
sin

nπy

b
eiγz,

Hx = −iωεε0B
nπ

b
sin

mπx

a
cos

nπy

b
eiγz,

Hy = iωεε0B
mπ

a
cos

mπx

a
sin

nπy

b
eiγz,

Hz = 0.

(5.7)

Числа m и n равны числу полуволн, которые укладываются в волноводе

вдоль осей x и y. Для задания моды волновода достаточно указать тип

волны (ТЕ или ТМ) и пару индексов (m,n), например TE11, TM24 (в

другой, эквивалентной форме записи: H11, E24). Очевидно, числа m и n

принимают натуральные значения:m, n = 1, 2, 3, ...Кроме того, в случае

ТЕ мод один из индексов m, n может принимать значение, равное нулю.

В этом нетрудно убедиться, рассматривая выражения для полей (5.6).

Структура полей таких типов особенно проста: при n = 0 у них только

три ненулевых компоненты, Ey, Hx, Hz. Распределения полей мод TEl0
и TE0l качественно подобны (с точностью до переименования осей).

Среди волн типа ТМ не содержится мод TMl0 и TM0l: полагая m = 0

или n = 0 в (5.7), получим поле, тождественно равное нулю.

В прямоугольном волноводе поля TE- и TM-волн являются перио-

дическими функциями координат x и y. Для того, чтобы представить

картину поля любой собственной волны, достаточно иметь распределе-

ния полей для мод TE10, TE11 и TM11, и повторить их (с учетом пере-

мены знака поля) столько раз, сколько полуволн укладывается вдоль

осей x и y (то есть m и n раз соответственно). Картины пространствен-

ного распределения силовых линий для мод прямоугольного волновода

приведены на рисунке (5.2).
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Рис. 5.2. Моды прямоугольного волновода.
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Как уже установлено при общем анализе в § 1.3, собственные вол-

ны прямоугольного волновода образуют полную ортогональную систему.

Это в частности значит, что если в сечении z = const задано произволь-

ное электромагнитное поле, то его можно представить в виде разложения

в ряд по собственным волнам типов ТЕ (5.6) и ТМ (5.7).

3. Зная поперечные волновые числа, см. (5.4) и (5.5), можно найти

критические частоты собственных волн прямоугольного волновода

ω2
mn =

c2

εµ

[(mπ
a

)2

+
(nπ
b

)2
]

(5.8)

Данная формула справедлива для моды с индексамиm и n, принадлежа-

щей как к семейству ТЕ, так и ТМ. Часто интересуются не критической

частотой, а критической длиной волны (приведенной к вакууму). В этом

случае формулу (5.8) преобразуют к виду:(
2π

λmn

)2

=
1

εµ

[(mπ
a

)2

+
(nπ
b

)2
]

(5.9)

Прямоугольный волновод является поперечно-однородным, и для

всех его мод имеет место универсальный волноводный закон дисперсии.

Найдя критическую частоту моды, можно тем самым считать опреде-

ленными и параметры дисперсионных зависимостей γ(ω) (2.18), vф(ω)

(2.20), и vгр(ω) (2.21).

Моды, имеющие (при данной частоте) одинаковые постоянные рас-

пространения, но разные структуры полей, называются вырожденными.

Эффект вырождения является характерной особенностью прямоуголь-

ного волновода. Действительно, все пары волн Emn и Hmn , у которых

пары индексов одинаковы, являются вырожденными при любых часто-

тах. У вырожденных мод оба индекса не равны нулю.

Разложение полей по ортогональным модам в системе, содержащей

вырожденные моды, является неоднозначным. Так, в качестве базисных

мод можно брать не только ТЕ и ТМ решения, но и их линейные ком-
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бинации, подчинив последние некоторым дополнительным условиям. В

качестве таких условий иногда устанавливают требования обращения в

нуль одной из поперечных компонент поля. Подобные моды семейств LE

(longitudinal electric – «продольные» электрические) и LM (longitudinal

magnetic – «продольные» магнитные) используют в теории прямоуголь-

ных волноводов со вставками в виде плоских диэлектрических слоев [17].

Реально в волноводе всегда имеются регулярные и нерегулярные воз-

мущения, которые приводят к снятию вырождения. В частности, уже

учет малых потерь в стенках волновода приводит к тому, что в качестве

нормальных мод такой возмущенной системы выступают линейные ком-

бинации Emn и Hmn, причем фазовая и групповая скорости каждой из

возмущенных нормальных волн, а также их коэффициенты затухания

заметно различаются вблизи критической частоты (более детально эта

ситуация исследована в [18]). В системах передачи энергии и сигналов

наличие мод, близких к вырождению, нежелательно, поскольку любое

малое возмущение существенно влияет на постоянную распространения,

в результате чего пространственная структура волн может неконтроли-

руемым образом исказиться. Поэтому естественно стремление работать

на невырожденных типах волн Hm0.

Более того, во многих случаях удобна работа в одноволновом режи-

ме, когда по волноводу передаются частоты, лежащие в интервале, где

условия распространения выполняются только для одной, основной мо-

ды (волны с наинизшей критической частотой). В одноволновом режиме,

на достаточном расстоянии от источников поля структура распростра-

няющейся волны одна и та же, каковы бы ни были эти источники. В

прямоугольном волноводе основной является мода H10. Если b < a/2,

то следующую по величине критическую частоту имеет мода H20, при-

чем ωкр20 = 2ωкр10. Интервал частот от ωкр10 до ωкр20 и будет областью

одноволнового режима.
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На практике приходится учитывать и другие соображения по выбору

размеров волноводов, которые вытекают из требований передачи макси-

мальной мощности, минимизации затухания на рабочей моде и увеличе-

ния затухания на высших типах волн (см. [8, 16]). 4. Воспользовавшись

формулой Эйлера, можно в общем случае представить каждую из потен-

циальных функций, и соответственно каждое из полей мод (5.6) и (5.7),

как сумму четырех бегущих плоских однородных волн вида:

±A
4

exp(iΓ±±r) = ±A
4

exp(iγz ± imπx
a
± inπy

b
), (5.10)

где вектор Γ±± имеет компоненты:

Γ±± = {iγ, ±imπ
a
, ±inπ

b
}.

Будем называть волны (5.10) парциальными. Для каждой из них квадрат

постоянной распространения равен:

Γ2
±± = γ2 + κ2

mn = εµk2.

Таким образом, собственные волны прямоугольного волновода – это

линейная комбинация плоских однородных волн, которые в веществе без

дисперсии бегут со скоростью света

vф = vгр =
c
√
εµ

и преобразуются друг в друга, испытывая периодические отражения от

стенок. При отражении плоской парциальной волны от идеально прово-

дящей поверхности ее амплитуда не изменяется, фаза нормальной компо-

ненты электрического поля также сохраняется, а фаза тангенциальной

компоненты скачком изменяется на π («отражение с потерей полувол-

ны»).

Для того, чтобы были выполнены граничные условия, каждая из пар-

циальных плоских волн должна распространяться под углом θ к оси z.
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Поскольку из (5.10) очевидно, что γ = Γ cos θ, где cos θ = (Γ±±ez), име-

ем:

cos θ =
λ

λв
=
γ

Γ
=

γ
√
εµk

(5.11)

или иначе, sin θ = κmn/Γ.

Чем ближе частота волны ω подходит к критической, тем меньше

угол падения θ парциальной волны. Наконец, в критическом режиме вол-

на падает нормально к поверхности и, отражаясь от противоположной

плоскоси, создает резонанс в поперечном направлении. Переноса энергии

в направлении z не происходит. Запаздывание по фазе вдоль z отсутству-

ет.

В случае мод типа Hm0 число парциальных волн уменьшается до

двух. При этом картина преобразования плоских волн в прямоугольном

волноводе наиболее проста и наглядна (см. рис. 5.3). Так, фазовую ско-

Рис. 5.3. К разложению собственной волны в прямоугольном волноводе

по плоским волнам.

рость в данном случае легко определить как скорость движения вдоль

оси z точки, где парциальная плоская волна имеет постоянную фазу. Как

видно из рисунка, эта скорость равна:
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vф =
c/
√
εµ

cos θ
=
ck

γ
,

что совпадает с (2.20). Распространение энергии в плоской однородной

волне происходит по лучу – в направлении, перпендикулярном волново-

му фронту (поверхности постоянной фазы). Проекция лучевой скорости

на ось z как раз равна групповой скорости:

vгр =
c
√
εµ

cos θ =
cγ

εµk
,

что совпадает с (2.21).

Разложение по плоским волнам помогает выяснить происхождение

дисперсии и физический смысл формул для фазовой и групповой ско-

рости в волноводе. В данном случае, причиной дисперсии является то,

что процессы распространения парциальных волн происходят как в про-

дольном, так и в поперечных направлениях.

При понижении частоты волны до соответствующего критического

значения величина cos θ стремится к нулю. При этом лучевая скорость

уменьшается до нуля, то есть перенос энергии в направлении z прекра-

щается. Фазовая скорость растет, и колебания в отрезке волновода при-

ближаются к синфазным. Таким образом, бегущая

волна превращается в стоячую, а критическая частота оказывается

частотой резонанса, на которой в поперечном сечении волновода укла-

дывается целое число полуволн. Напротив, при увеличении частоты угол

θ → 0, vф и vгр → c/
√
εµ, как у однородной волны в безграничной среде.
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6. ВОЛНЫ В КРУГЛОМ ВОЛНОВОДЕ

Рассмотрим теперь другую конфигурацию волновода – в виде метал-

лической трубы круглого сечения. Пусть электромагнитные волны рас-

пространяются в цилиндрической полости радиуса a (рис. 6.1). Запишем

уравнение для поперечной потенциальной функции ψ (2.1) в полярных

координатах: q1 = ϕ, q2 = r (h1 = r, h2 = 1):

∂

∂ϕ

(
1

r

∂ψ

∂ϕ

)
+

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+ κ2rψ = 0 (6.1)

Рис. 6.1. Круглый волновод с металлическими стенками.

Граничные условия для функции ψ также заданы, для ТЕ волн это

(2.13), в случае круглого полновода они запишутся в виде:

∂ψ

∂r

∣∣∣∣
r=a

= 0, (6.2)

и (2.15) для ТМ волн будут:

ψ|r=a = 0. (6.3)
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Применим для решения уравнения (7.1) метод разделения переменных.

Положим ψ = Φ(ϕ)R(r), получим:

r−1R
∂2Φ

∂ϕ2
+ Φ

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
+ κ2rΦR = 0

или
1

r2

1

Φ

∂2Φ

∂ϕ2
+

1

Rr

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
+ κ2 = 0

В последнем уравнении возможно разделение зависимостей функций от

разных координат, если положить

1

Φ

∂2Φ

∂ϕ2
= −m2 = const,

или
d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0. (6.4)

Тогда для радиальной функции получим уравнение:

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
κ2 − m2

r2

)
R = 0 (6.5)

Уравнения (6.4) и (6.5) хорошо известны. Нетрудно найти их общие

решения и выбрать из них те, которые удовлетворяют граничным усло-

виям (6.2) и (6.3). Так, для угловой функции имеем:

Φm = A cosmϕ+B sinmϕ = Ceimϕ +De−imϕ (6.6)

Поскольку напряженности электромагнитных полей – однозначные

функции угловой координаты, то в (6.6):

m = 0, 1, 2,...

Уравнение (6.5) представляет собой уравнение Бесселя, решениями ко-

торого является цилиндрические функции. При r = 0 они должны быть

ограниченными, а при r = a удовлетворять условиям, которые являются
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следствием (6.2) и (6.2)

dR

dr
= 0 для ТЕ-мод (6.7)

R = 0 для ТМ-мод (6.8)

Таким требованиям отвечают функции Бесселя 1-го рода Jm(κr). Вели-

чины поперечных волновых чисел (κ̄ для ТE мод или κ для ТM мод)

определяются как корни трансцендентных уравнений, которые вытека-

ют из граничных условий, причем для TE-моды из (6.7) следует:

J ′m(κ̄a) = 0 (6.9)

Аналогично, для TM-моды из (6.8) получим:

Jm(κa) = 0 (6.10)

2. Определив поперечную волновую функцию как ψ = Jm(κr)Φm(ϕ),

и взяв продольную функцию для бегущей волны ζ(z) = eiγz, можем, с

помощью общих формул (2.4) и (2.5), найти выражения для компонент

полей:

TE-волны TM-волны

Eϕ = ikµΦmκ̄mnJ ′m(κ̄mnr)eiγz Eϕ = iγΦ′m
1

r
Jm(κmnr)eiγz

Er = −ikµΦ′m
1

r
Jm(κ̄mnr)eiγz Er = iγΦmκmnJ ′m(κmnr)eiγz

Ez = 0 Ez = κ2
mnΦmJm(κmnr)eiγz

Hϕ = iγΦ′m
1

r
Jm(κ̄mnr)eiγz Hϕ = −ikεΦmκmnJ ′m(κmnr)eiγz

Hr = iγΦmκ̄mnJ ′m(κ̄mnr)eiγz Hr = ikεΦ′m
1

r
Jm(κmnr)eiγz

Hz = κ̄2
mnΦmJm(κ̄mnr)eiγz Hz = 0

(6.11)

Штрих здесь означает дифференцирование по всему аргументу (κmnr,

κ̄mnr или mϕ). Собственные волны круглого волновода принято обо-

значать как Emn и Hmn. Для мод круглого волновода индексы m и n
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имеют иной смысл, чем в прямоугольном волноводе: m – число периодов

тригонометрической функции Φm(ϕ), или число ее узловых диаметров,

n – номер корня соответствующего трансцендентного уравнения, (6.9)

или (6.10), для нахождения поперечного волнового числа или иначе –

число узловых окружностей. По смыслу этих чисел, m = 0, 1, 2, 3, ... и

n = 1, 2, 3, ... Картины распределения полей различных типов волн в

круглом волноводе представлены на рис. 6.2.

Рис. 6.2. Моды круглого волновода.

3. Такие свойства нормальных волн круглого волновода, как харак-

тер дисперсии и волновое сопротивление, соответствуют общей теории.

Важно только при этом знать, каковы критические частоты различных

мод. Согласно (3.2), можем записать

ωкрmn =
c νmn
a
√
εµ
,

где ν̄mn = κ̄mna и νmn = κmna – корни уравнений (6.9), и (6.10).

Несколько первых корней представлены в таблице:
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Тип TM01 TM11 TM21 TE01 TE11 TE21

νmn, ν̄mn 2.405 3.74 4.50 3.74 1.841 2.99

λкр/2a 1.31 0.84 0.61 0.84 1.71 1.05
Из таблицы следует, что минимальную критическую частоту имеет

волна TE11, для которой λкр= 3.413a. Именно она и является основной

в круглом волноводе. Далее по порядку возрастания критических ча-

стот идут волны TM01, TE21. Затем следует пара TE01 и TM11 с оди-

наковыми критическими частотами. Заметим, что в круглом волново-

де все пары мод вида TE0n и TM1n оказываются вырожденными, по-

скольку общим свойством цилиндрических функций является тождество

J ′0(κa) = −J1(κa), из которого следует ν1n ≡ ν̄0n. Другим, весьма важ-

ным вариантом вырождения мод в круглом волноводе является так на-

зываемое поляризационное вырождение. Его возможность вытекает из

того, что угловая функция Φm(ϕ) не вполне определенна. Так, исходя из

тригонометрического представления (6.6), можно получить две разные

моды, если брать A 6= 0, B=0 либо A = 0, B 6= 0. Приm 6= 0 они соответ-

ствуют двум разным картинам полей (см. рис. 6.3), которые являются

ортогональными в смысле п.4 § 1.3. Это означает что любая мода с индек-

сом m 6= 0 по крайней мере двукратно вырождена. При этом в каждой

точке поперечного сечения направления векторов поля остаются неиз-

менными во времени, благодаря чему эти моды часто называют линейно

поляризованными. Следует однако отметить, что у линейно поляризо-

ванных волн круглого волновода ориентации векторов поля в каждом

поперечном сечении меняются от точки к точке. Этим они отличают-

ся от линейно поляризованных плоских однородных волн классической

оптики.

Рассмотрим теперь собственные волны, у которых угловая функ-

ция Φm(ϕ) представлена в экспоненциальной форме, причем либо C 6=
0, D=0, либо C=0, D 6= 0. У этих волн компоненты полей пропорцио-
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Рис. 6.3. Линии напряженности электрического поля мод TE11 различной

поляризации: а) горизонтальной, б) вертикальной. Волновод – металли-

ческий цилиндрический.

нальны экспоненте exp[−i(ωt ± mϕ)] . Если C 6= 0, D=0, в показателе

следует брать нижний знак (минус), тогда в сечении z = const аргумент

ϕ возрастает со временем, то есть происходит вращение ориентации век-

тора поля против часовой стрелки, если смотреть в направлении распро-

странения. При этом вектор поля совершает m оборотов вокруг оси z за

период колебаний. Если C=0, D 6= 0, в экспоненте следует брать знак

плюс, и вращение поляризации будет происходить по правому винту. Эти

волны называют соответственно левой и правой циркулярно поляризо-

ванными волнами. Таким образом, цилиндрический волновод обладает

свойством передавать без искажений циркулярно поляризованные вол-

ны. Это свойство активно используется в устройствах, содержащих фер-

риты.

Линейно поляризованную волну можно представить в виде пары волн

с круговой поляризацией. Наличие возмущения будет приводить к тому,

что линейно поляризованная волна, проходя отрезок волновода, станет в

общем случае эллиптически поляризованной. Таким образом, поляриза-

ция волны в круглом волноводе оказывается неустойчивой по отношению

к малым возмущениям. При наличии возмущения в круглом волноводе

постоянные распространения для волн циркулярной поляризации изме-
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нятся, а значит, на конечном отрезке волновода поворот поляризации

электрического вектора будет происходить на иной угол, чем в невозму-

щенной системе. При этом для мод с левой и правой круговой поляриза-

цией изменение угла поворота будет различным. Это свойство типично

для всех направляющих систем с цилиндрической симметрией.

4. Система собственных волн круглого волновода обладает свойства-

ми ортогональности и полноты. Следовательно, любое электромагнитное

поле в круглом волноводе может быть представлено в виде ряда по рас-

смотренным выше собственным функциям.

В свою очередь, собственные функции круглого волновода могут

быть представлены в виде разложения Фурье по плоским бегущим вол-

нам. Иначе говоря, электромагнитные поля мод волновода можно пред-

ставлять в виде суммы плоских однородных электромагнитных волн,

причем каждая из парциальных волн переходит в другую парциальную

волну при отражении от проводящей стенки волновода. Ситуация напо-

минает прямоугольный волновод, однако там разложение моды по пар-

циальным плоским волнам содержало конечное число слагаемых (не бо-

лее четырех), а в круглом волноводе таких слагаемых бесконечно много,

причем разложение в спектр плоских волн является интегралом Фурье

(см. [19]). Однако важно то, что все парциальные плоские волны обя-

заны обладать тем свойством, которое есть в прямоугольном волноводе:

угол между осью волновода и волновым вектором подчиняется условию

(5.11). Именно из этого условия следует универсальный закон дисперсии

для любых полых волноводов.

5. Кроме характерного распределения полей, каждой нормальной

волне волновода присуще свое распределение поверхностных токов. По-

ясним их происхождение. Для того, чтобы в идеальном проводнике от-

сутствовали электрическое и магнитное поля, необходимо, чтобы на его

поверхности не только обращалась в нуль тангенциальная компонента
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электрического поля, Eτ ≡ 0, но и протекал поверхностный ток с плотно-

стью jпов, который компенсирует магнитное поле в проводнике. Условие

компенсации магнитного поля в проводнике

[n,H] =
4π

c
jпов.

Картины распределения поверхностных токов можно найти в [16]. Их

знание важно для оценки характера потерь энергии в стенках волново-

да, регулярных, вызванных конечной проводимостью металла, и избы-

точных, обусловленных добавочным сопротивлением в месте контакта

соседних волноводных секций. В заключение отметим особые свойства

некоторых типов волн круглого волновода. Наиболее простую структуру

полей и токов имеют волны типа TM0n и TE0n. Для них зависимость от

координаты ϕ отсутствует, так что в формулах (7.9) Φ ≡ 1, Φ′ ≡ 0 и

лишь три компоненты поля отличны от нуля. Для TM0n-мод это Ez, Er,

TEϕ, а для TE0n-мод – Hz, TEr, Eϕ. Соответственно, у TM0n-мод ток jпов

имеет только продольные компоненты, а у TE0n-мод – только попереч-

ные компоненты. Волны TE0n имеют ту отличительную особенность, что

их затухание не возрастает, а уменьшается с частотой. Причина состоит

в том, что на границе волновода магнитное поле имеет только продоль-

ную (z−) компоненту. Однако при увеличении частоты структура волны

все более приближается к плоской однородной, поэтому относительная

величина Hz уменьшается, что и ведет к спаданию потерь.

Невырожденными в круглом волноводе остаются лишь волны вида

TM0n. У этих волн отличны от нуля лишь три компоненты поля: Er, Ez

и TEϕ, причем напряженность поля не зависит от угловой координаты.

Благодаря этому картина поля у моды TM0n оказывается устойчивой по

отношению к возмущению, сопровождающему поворот одной секции вол-

новода относительно другой. На практике эти моды, как правило TM01,

используют для передачи энергии СВЧ волны между вращающимися
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частями волноводного тракта.

В целом ряде случаев поля собственных волн прямоугольного и круг-

лого волноводов имеют качественно подобный вид. Для практики наи-

большее значение имеет подобие полей основных типов: TE11 круглого и

TE10 прямоугольного волноводов, – которое делает возможным создание

плавных переходов от круглого сечения волновода к прямоугольному и

обратно. Однако не существует общего правила, дающего взаимно одно-

значное соответствие полей круглого и прямоугольного волноводов. Так,

в прямоугольном волноводе не может быть аналогов невырожденных мод

TM0n.
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